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数学的問題解決における物理的モデルの役割

一四面体の問題についての解決過程の分析から-

1.はじめに

算数 ･数学の問題解決における図の利用に

ついて､問題場面の構造を視点とした分析が

行われてきている(Nunokawa,1994a,1994b)｡

平面図形に関わる問題にとって2次元の図が

近表現(parzysz,1988)であることを考えれば､

立体図形の問題において､その近表現である

立体の物理的モデル1が有用であろうと予想

することは自然である｡

ところで､物理的モデルなどの具体的操作

物は数学の指導において有効であるとされる

(sowell,1989)｡しかし幾何学の分野では概念

の獲得-のその影響が論じられることが多い

(Clements&Battista,1992･,Prigge,1978)｡問

題解決においても操作物は有効であるとされ

る(Hembree,1992)が､問題解決の研究の文

脈では､数量に関する問題の解決でのおはじ

きなどの利用が議論されることが多い(例え

ばcarpentereta1.,1993)｡問題解決方略につ

いての議論でも､図の利用に比べると､操作

物の利用はあまり明示的に取り上げられてい

ない(Polya,1957;Schoenfeld,1985)｡一方､

幾何学の問題解決では表現との関係について

の議論が多いが､そこではコンピュータグラ

フィックスも含めた2次元表現との関わり

(Dreyrus&Hadas,1991;Geddes&Fortunato,

1993)や心的表象との関わり(Mariotti,1993)

が扱われてきた｡このように､幾何学の問題

の解決過程における3次元の物理的モデルの

役割についての分析は､あまり行われていな

いように見える｡

そこで本稿では､立体図形(四面体)につい

ての問題の解決における物産的モデルの役割

布川 和彦

を､実際の問題解決のデータの分析により考

えていく｡その際､立体図形に関しては物理

的モデルが近表現になっていることをふまえ､

問題解決における図の利用について問題場面

の構造の観点から論じた先行研究の結果を手

がかりとしながら､考察をすすめる｡

2.データの収集

本稿では､一人の被験者について行われた

9回の問題解決のセッションのうちの､第5

回(1992年2月28日実施)についてのデータ

を扱う｡被験者は当時大学院の教育学研究科

の研究生であったが､大学レベルの数学の教

育も受けており､数学に対する関心も高かっ

た｡この被験者を (少なくとも学校数学に関

しては)エキスパートであると見なし､彼の

解決活動を問題場面の構造の視点から分析し､

解決過程モデルを構築することが､9回から

なる一連のセッションを行った目的であった｡

なお､この被験者は布川 (1993,1994)および

Nunokawa(1993a,1993b,1994a,1994C)で扱

われている被験者と同一人物である｡

ある程度の数学的知識を持つ被験者に対し

て､其の意味での問題解決が行われるように､

数学オリンピックのアメリカ予選の問題(ク

ラムキン,1991)が一連のセッションでは用

いられた｡本稿でとりあげる第5回のセッショ

ンでは次のような四面体についての問題が扱

われた ;

｢問題 各対辺同士が等しい4面体A月CDが
ある｡すなわち､Aβ=CD､AC=βか､
AD=βCとする｡このとき､この4面体の
面はすべて鋭角3角形であることを示せ｡｣
(p.3)
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なお問題には図は添えられておらず､今回解

いてもらうにあたっても図は与えなかった｡

被験者はテーブルに座 り､実験者はその向

かい側に立ち､VTRを操作しながら被験者の

話しを聞くという形をとった｡最初に解答用

紙として用いるB4のコピー用紙が数枚与えら

れている｡次に問題の書かれたカー ドを示し､

その間題を発話思考法により解いてもらった｡

基本的には実験者は途中で介入しないが､第

5回においては､開始後約12分の時点で､解

決者が紙を切ろうとする箇所があり､そのと

きに実験者が近くに偶然あったハサミを被験

者に渡している｡開始後約22分の時点で解決

者本人が自分の意志で解決を終了するまで､

他の介入はなかった｡解決終了後に事後イン

タビューを行い､実験者が被験者に解決の流

れを説明するよう求め､さらに問題場面に関

して気づいたこと､および与えられた問題を

元にして新しい問題を作るとすればどのよう

なものが考えられるかを尋ねた｡以上の全て

の様子をATRおよびvTR各 1台により記録

した｡なお､Vm については実験者が操作し､

基本的に被験者の手元を拡大して撮影するよ

うにした｡

記録に関しては､まず､ATRの記録から発

話を書き下してプロトコルを作った｡次にこ

のプロトコルに､VTRによる映像データ､す

なわちどのような図や文､式をかいたかを補っ

たが､その際､図のかき方についての情報も

含めるようにした(Nunokawa,1994a)｡この

ようにして作成されたプロトコル､および被

験者により書かれた解答用紙､被験者が解決

を行っている際に実験者によりとられたメモ

がここでの分析の対象となる｡

3.解決における活動の概要とそこに見
られる問題場面の構造の変化

3.1解決活動の概要

(i)四面体についての見取り図(図 1)をかき､

各対辺の長さが等しいことを示す記号を書き
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入れる(例えば辺AβとcDにはともに二本線

の印をつける)｡ここで ｢一つの面が示せれ

ばいいんだな｣と発話した後､見取り図の中

の各面を三角形状になぞっていたが､図の下

に ｢1つの面が鋭角三角形なら0.K.｣と書く｡

さらにこの文の右上に ｢四つの面合同｣と書

き､先の文と矢印で結ぶ｡

A

図1

(ii)｢切り開いてみようか｣と言ってから展
開図(図2)をかき始める｡かき方は､三角

形を次利 こ四枚つなげていく｡次に長さが等

しくなる辺どうLに､同じ記号をつけていく｡

記号は､展開図の外側にある辺(例えばABに

あたる2本の辺)に先に記号をつけ､後でこ

れに対応する内部の辺(cD)に記号をつける｡

ここで ｢合同な三角形があればいつでも四面

体ができんのかな｣という発話をしている｡

Bh A

図2

(iii)展開図をかき直しかけるが､最初は三角

形を一つだけかいた時点で中断する｡次に新

たに展開図をかき始める｡やはり三角形を一

つずっかいてつなげていくが､今回は三角形

をかくごとに､辺の長さの相等を表す記号を

加えていく｡例えば､最初の三角形をかいた

時点で､それぞれの辺に､線 1本の記号､2

本の記号､3本の記号をつけている(図3)｡



｢
..h

_

_ 結果的にできた外側の大きな三角形のある辺

(図3の2本線の記号のついた2本の辺のつ

ながった箇所)をなぞりながら ｢必ずこう三

角形になるわけだな｣という発話をする｡

図3

(iv)少し大きめの三角形をかき､その一つの

辺の中点のあたりに線を入れ､次にその線で

分けられた二つの部分のそれぞれに､線2本

の記号を入れる｡他の辺についても同様にす

る(図4)｡その後中点どうLを結び､そこに

も記号をつける｡ ｢四面体ができる条件どう

やるんだ｣､ ｢どんな三角形でもできちやい

そうだけどなあ｣といった発話をする｡

(V)｢鈍角三角形の場合考えてみようか｣と

発話した後で､少し大きめの鈍角三角形をか

き､各辺の中点のあたりどうLを結んでいく

(図5)｡

図5

(vi)｢できないとしたら､やってみればいい｣
と発話した後で､新しい解答用紙の端のとこ

ろから､鈍角三角形を切り取る(辺の長さは

175mm､115mm､77mm)｡この切り取る時

点で実験者がハサミを波している｡各辺を折っ

て中点に印をつけ､中点どうLを結ぶ線をペ

ンでかいていく(図6)｡次に6EとこEの線

に沿って折り曲げ(図7)､さらにβEとγE

を無理につけようとし､ ｢くっつかない｣と

いう発話をする2｡初め折り曲げた部分を広

げた後､今度は6この線に沿って折り曲げる｡
α

図7

(vii)鋭角三角形(辺の長さは78mm､.68mm､

65mm)を切り取り､(vi)と同じようにして中

点どうLを結ぶ線を引く｡線に沿って折り曲

げ､四面体を組み立てる｡ ｢鈍角だけに注目

すればいいんだ｣ という発話をする｡

(viii)｢境を考えてみよう｣として､解答用紙

の角のところを利用して直角三角形を切り取

る(辺の長さは105mm､75mm､73mm)｡(vi)

と同じようにして中点どうLを結ぶ線をかき､

それらに沿って折り曲げる(図8)｡折り曲げ

た部分を開いてみたりしながら､折り曲げた

紙を見ているが､ ｢わかった｣ と発話する｡

- ㍗
図8

(ix)解答の形でまとめ始める｡まず展開図を

かくが､鋭角三角形の場合である｡大きめの

三角形の各辺の中点どうLを結びその後､ま
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ず中心にできる小さい三角形に線1本､2本､

3本の記号をつけ､次に外側にある辺に対し

て､該当する記号をつける｡図の下に次のよ

うに書いた;｢今△BCDをドン角三角形とし
て/LBDC≧900とする/LBDA+∠CDA
<900/より四面体はできない/よって△

BCDは鋭角三角形｣ ｡ ｢終わった｣と発話し
て解決者自身から解決を終了させた｡開始よ

り約22分であり､解決終了までの時間は9回

のセッション中最短であった｡

なお､物理的モデルに関して注意すべきこ

とは､その利用はあくまでも解決者が自発的

に行ったということである｡実験者が渡した

ノ→サミは偶然そこにあったものであり､実験

者は物理的モデルの利用を全く考慮していな

かった｡

3.2解決過程における問題場面の構造の変化

前節で述べたような解決活動をもとに､解

決者が各時点で問題場面(条件を満たす四面

体)にどのような構造を与えていたかを考え

てみる｡

(a)問題文を読んで最初の図をかいた時点に

おいては､四面体の見取り図をかき､等しい･

辺に記号をつけていることから､字義通りの

構造となっている｡つまり､四面体があり､

各対辺どうLが等しい長さになっているもの

として､問題場面の構造が捉えられている｡

(b)見取り図をかいて記号をつけることで､

四つの面が互いに合同な三角形であることが

兄い出されている｡(ii)で展開図をかく際に

は､四つの三角形を次々につなげてかいてい

るが､先に四つの三角形をかき､その後で辺

の柏等を表す記号をつけている｡これは(i)

での見取り図のかき方捌憤序と一致している｡

したがって､この時点では開くと四つの合同

な三角形の集まりになるものという構造が､

問題場面に与えられていたと考えられる｡

(C)新たに(iil)で展開図をかいている時点では､

三角形をかくたびに辺の長さの記号を入れて
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いること､また ｢これと同じ向きでかいて｣

･tいう発話があることより､四つの合同な三

角形を決まった向きに合わせることに注意が

向けられている｡これより､四つの三角形を

うまく合わせたものという構造が与えられて

いたと考えられる｡さらに､二つの合同な三

角形をある向きで組み合わせると平行四辺形

になることに気づいており､この情報も付加

されていた｡

(d)四つの三角形を組み合わせてできる図形

の外側の部分が直線になることに気づく｡こ

れは(iii)でその部分を真っ直ぐになぞってい

ることからもわかる｡その結果として､四つ

の合同な三角形を組み合わせた図形が､大き

い三角形であることが兄い出される｡したがっ

て､この時点での問題場面の構造は､各面が

合同な三角形になっており､展開すると大き

な三角形になる､といった情報を含む｡

(e)(iv)の展開図をかく時点で､構造が大きく

変わってくる｡つまり､大きめの三角形をか

き､各辺の中点を結ぶことで展開図を構成し

ている｡またヾ展開図をかいた時点で ｢とい

うことはこれができるかって問題なんだね｣

という発話がある｡これらより､この時点で

は､三角形の各辺の中点どうLを結んででき

る展開図を組み立てたもの､として問題場面

が捉えられていたと考えられる｡

ここで､条件を満たす四面体の展開図の性

質を考えることから､ある作り方による展開

図を組み立てたものとして条件を満たす四面

体を見る､という方向-の移行が見られる｡

また展開図についても､その内部的な性質で

あった､隣り合う三角形を組み合わせた部分

が平行四辺形になることや､結果として外側

に大きな三角形ができるということが､(iv)

の時点ではむしろ展開図を構成する基本的原

理として使われている｡このような意味で､

(iv)の時点で問題場面の構造の大局的再構成

(Nunokawa,1994C)が生じたと言える3｡

ただし ｢どんな三角形でもできちやいそう



だけどなあ｣という発話からわかるように､

もとになる三角形(展開図を作る際に最初に

かかれる大きめの三角形)について､どのよ

うな三角形がよいかの情報は明確には含まれ

ていない｡

(f)鈍角三角形をもとにした展開図を実際に

組み立てることで､鈍角三角形は不適切であ

るという情報が加わっている4｡図7のよう

に折った後に離れている二つの辺を無理につ

けようとしていること､また ｢ここが180度

より大きいとくっつかないんだね｣という発

話より､合わされるべき辺どうLが接合され

るかどうかが､四面体が ｢できる｣ことにとっ

て重視されていることがわかる5｡

(蛋)(vii)および(viii)では鋭角三角形をもとに

した展開図では四面体ができること､直角三

角形では不適切であることの情報が付加され

ている｡これより､鋭角三角形をもとにした

展開図を組み立てて辺が ｢くっついた｣もの

という構造が､問題場面に与えられている｡

さらに､直角三角形の折った部分を再度折り

ながら ｢そうか90度だとこれ足して90度より

小さくなんなきやだめなんだ｣ という発話を

していることより､折った部分の角の和の大

きさが新たな問題場面の構造の要素として付

加されていることがわかる｡(ix)での解答の

記述も考慮するならば､折る部分の角の和が

残りの角よりも大きくなるような展開図を組

み立てた立体という構造が､問題場面に対し

て与えられていると考えることができる｡

4.解決のアイデアの源泉

前節での問題場面の構造の分析からわかる

ように､証明の中で用いられた二つの三角形

の角の和と残りの三角形の角の大小関係とい

うアイデアは､直角三角形による展開図を組

み立てた後で生まれており､それ以前には対

応する辺どうLが接合するかどうかに注意が

向けられていた｡

この点は､事後インタビューによっても確

かめることができる｡まず､解決の途中で直

角三角形をもとにした展開図を組み立てる前

には ｢真っ直ぐ立っちゃうんだろうな｣とい

う発話があったが､これに関連して､事後イ

ンタビューの際には直角三角形による展開図

を図9のように組み立てて実験者に示してい

る｡これは､大きい三角形の直角を含まない

二つの三角形を線に沿って折り､真ん中に出

きる三角形に対してほぼ垂直になるようにし

た状態である｡そして､この時点での説明は

次のようなものであった ;

じゃちょうど境界の､90度の三角形はどう
だろうとやってみました､あ立っちゃうの
かなと思いました初めこういうふうにピッ
て､そしたらよく考えてみたらこう立つん
じゃなくて､【矢印のあたりを指しながら】
ちょうどこの90度に重なります､

図9

解決過程のこの時点では､対応する辺どうL

が接合するかどうかに注意が向けられていた

こと､また直角三角形の場合を鈍角と鋭角の

境目と考え､鋭角では接合が適切になされ､

鈍角では辺の接合がなかったことを考慮する

と､直角三角形について予想されたのは､対

応する辺どうLは接合するが､面としては垂

直に立ってしまうような状況ではないかと考

えられる｡

ノ 付
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ところが､展開図を組み立てたときに､予想

に反して現われた状態を､解決者は ｢ちょう

どこの90度に重なります｣として､折り曲げ

られた三角形の重なり具合として表現してい

る(図8)｡この説明の中に､辺の接合から角

の重なり具合-の注意の移行が見られる｡

この注意の移行は､事後インタビューの中

では鈍角三角形にまで遡及して適用されてい

る｡解決過程においては､鈍角三角形による

展開図を組み立てた際､図7のような状態は

次にように表現されていた(括弧内の数字は

開始からの時間を表す);

(13:35)なるほど､なるほどなるほど､大き
くなるとすると､くっつかないんだ､な
るほど､
(13:54)ここが180度より大きいとくっつか
ないんだね､

ところが､事後インタビューの中で解決の流

れを説明する時点においては､鈍角三角形お

よび直角三角形をもとにした展開図を組み立

てた状態を､次のように表現している ;

初め鈍角三角形っていうのはこういうふう
になって､鈍角三角形こう折ってみる中点
で折ってみてなってみるとこういうふうに
なって【図11の黒丸のあたりをおさえなが
ら】ここ余ってしまってできないと､

♂ 図11

つまり ｢くっつかない｣として表現されてい

たものが､事後では ｢余ってしまって｣と表

現されるようになっている｡

そして､こうした議論を経て､結局証明の

基本的なアイデアを､まずは次のように説明

している ;

ここ90度で残りはぜ全部180度なんだから
重なっちゃいますということは90度を境に
してこう重なるようなやつ､あるいは余っ
ちゃうようなやつはできないんだと､って
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ことは180度余っちゃう､つてことは証明､
書き下すと､結局鈍角三角形を一個とって
きて､ときにこう折り曲げたとき､すなわ
ち角BDC､に対して角BDAと角cDAを折り
曲げるわけですけど､そのときにこ_些角度_
よりも折り曲げた角度､すなわちここの角
度とここの角度､BDAとCDAを足した角度
が､大きくならない限り､四面体は一つの
稜､すなわち一つの稜､稜線ですよね､稜
線を作ることができない､それを示せれば
鈍角三角形ではダメと､

この折り曲げる二つの三角形の角の和に関す

る説明に対し､実験者が再度説明を求めた際

に､鈍角では ｢余る｣ことを述べ､次に直角

について次のように説明する ;

もっと言えばここ【図9の矢印の箇所】が9仇
ちょうど90度の時に､完全に余らない､だ
から重ならないピタッて平面になっちゃう､

ここでは ｢重なる｣の意味が事後インタビェ

-の前半とは変わってきている｡その上で､

直角三角形の場合は ｢平面になる｣と表現さ

れている｡さらに鋭角三角形の場合は次によ

うに説明される ;

ここをもってきたときに､こうやって今度
はそれをおっきいから､その分こう重なる
分がこう出て出る､つてことは四面体にで
きる､

このとき図12のように折り曲げてから ｢その

分こう重なる分がこう出て｣と言いながら折

り曲げた部分の角を指している｡さらに､折

り曲げた二つの三角形を少し開くようにする

ことで､四面体の稜を作っている(図13)｡

-i _二∴ _=



これらそれぞれの場合の説明を受け､最終的

に証明のアイデアを次のように説明している;

っていうことはここの角度に対して､残り
の角度が重なるかどうかを考えればいいん
星組 重ならないようなやつすなわちこ
この真ん中の角度が鈍角だったら重ならな
いから､それはだめ､つていうことで90度､
以上の場合は90度以上の場合すなわちここ
の真ん中の角度が90度以上の場合は､四面
体ができないから､要するに少なくとも鈍
角ではないってことは示したわけ､だから
できるとすれば鋭角三角形しかない､

ここでは ｢余る｣と表現されていたものが､

｢重ならない｣ という表現に変えられている｡

つまり､重なるかどうかが最も重要な要素と

して導入されたことになる｡ ｢余る｣か ｢余

らない｣かの区別は､そのまま辺が ｢くっつ

く｣かどうかの区別に一致する｡一方､ ｢重

なる｣か ｢重ならない｣かの区別は ｢くっつ

く｣かどうかの区別とは一致しない｡これよ

り､この事後インタビューでの説明の中にお

いてすら､辺が ｢くっつく｣ こと-の注意が

残存し､それが徐々に別の特徴に対する注意

-と移行していったことがうかがえる｡(ix)

で書かれた証明中の角の大小関係についての

不等式は､この ｢重なり｣を示すものであっ

たことがわかる｡

さらに注意すべきことは､解決過程の途中

の展開図の組み立て方と､図12に示されるよ

うな事後インタビューでの組み立て方との違

いである｡解決の中で､直角三角形の展開図

を考える以前に鋭角三角形の展開図を組み立

てる際には､外側の三つの三角形を外から内

に折り曲げて合わせることで､四面体を組み

立てていた｡これに対し事後インタビューの

後半では､二つの面を一旦内側-完全に折り

畳んでしまってから､その後それを外側-開

くことにより四面体の一部分を組み立ててい

る｡この組み立て方は重なった分があると立

体ができることを示すものであるが､角の婁

複した分の解消ということであり､角の大小

関係の文脈において意味を持つ組み立て方で

ある｡逆に､外から内に折り曲げることは離

れていたものが ｢くっつく｣ことであり､辺

が ｢くっつく｣かどうかの文脈で意味を持つ｡

以上より､辺の接合-着目することから､

折り曲げられる箇所に集まる三つの角の大小

関係､そしてそれと関わる角の重なり具合-

着目すること-の移行が､解決の中で確かに

あったと考えられる｡そして､最後の証明は

この角の大小関係というアイデアに依存して

おり､このアイデアが解決の途中での直角三

角形についての探求以前には見られなかった

ことを考慮するならば､直角三角形による展

開図を実際に組み立てたことが､解決の基本

的アイデアの源泉になっていると考えられる｡

5.物理的モデルにおける自然に生成さ

れる要素とそれに対する意味づけ

DreyrusとHadas(1991)は､生徒の直観と実

際に構成された正確な図との間に生ずる葛藤

が学習を支えること､またこの葛藤は分析的

な議論により解消するものであることを述べ

てV､る(p.94)｡これに従うなら､直角三角形

による展開図を組み立てる前の予想(図9あ

るいは図10の状態)と､組み立てた結果(図8

の状態)との間に違いが生じたことが､解決

の上で何らかの役割を果たしたのではないか

と考えられる｡

実際､直角三角形を組み立てた後で､解決

者は組み立てた展開図に対して､何かを調べ

ているような様子を見せている｡解決者は直

角三角形による展開図を組み立てようとした

後､まず展開図の一端をつまんで､ぶらさげ

て眺めていた｡次に､折り曲げた二つの小さ

い三角形の辺(鈍角の場合で言えば図7のβど

とTgにあたる辺)をつまんで折り曲げたり

伸ばしたりする｡さらにそれらの辺を合わせ

ようとし､それを斜め上から中をのぞいてい

た｡最後に図8のように折り曲げた小さい三

角形を少し開いてのぞき込み､再度閉じると
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いうことをした｡

それでは､直角三角形による展開図を組み

立てたときに起こることは何であろうか?ま

た､折り曲げた三角形を少し開いてみること

で解決者に見えるものは何であろうか?

図10の状態を考慮するならば､辺が接合す

ることは予想通りであったことになり､予想

との違いは折り曲げた面が ｢ピッと立つ｣か

｢ピタッて平面になる｣かである｡事後イン

タビューの最初の説明では ｢こう立つんじゃ

なくて､ちょうどこの90度に重なります｣と

表現していることから､この状態は､折り曲

げた三角形の角が直角の部分を覆うような状

態として捉えられていたと思われる｡そして､

折り曲げた三角形を少し開いてみたことは､

覆われた状態を見るための行為であったと解

釈すると､解決者の行動を合理的に説明でき

る｡

直角三角形による展開図を組み立てた場合

には､後の証明の中で大小が比較される三つ

の角が自然に-箇所に集まるのであり､しか

も折り曲げられる三角形の角が残りの角をちょ

うど覆うことで､両者の大小関係に注意が向

きやすくなる｡しかし､このとき角が-箇所

に集まること､あるいは二つの三角形の角が

残りの角を覆うことは､解決者の意図とは無

関係に起こったことである｡それは､この状

態が解決の予想に反したものであることから

わかる｡解決者が行ったことは､その時点で

の問題場面の構造､すなわちある展開図につ

いて外側の小さい三角形を内側に折っていく

と辺が ｢くっつく｣という情報にしたがって､

展開図に対して操作を施しただけである｡つ

まり､直角三角形での角の ｢重なり(被覆)｣

は､展開図を組み立てるという操作により､

自然に生成された要素であったことになる｡

Nunokawa(1994b)は､自然に生成された要

素は､結局解決者により問題場面の構造の中

に取り込まれなければならないとしているが､

本稿の事例でもそうした解決者の努力が見ら

れる｡それは､事後インタビューの中での各

三角形-の意味づけが徐々に変化している点

である｡前節で述べたように､鈍角三角形と

直角三角形はそれぞれ ｢余っちゃうようなや

つ｣ ｢重なるようなやつ｣として表現されて

いた｡この ｢余る｣ ｢重なる｣が､折り曲げ

られた二つの三角形の角と残りの三角形の角

の状態に対する､この時点での解決者の意味

づけである｡一方実験者の求めに応じて再度

説明した時点では､これらの三角形は ｢重な

らないようなやつ｣として表現されており､

角の状態は ｢重ならない｣として意味づけら

れている｡ここで ｢重なる｣の意味自体も変

化している｡そしてこれらとの対比で､鋭角

三角形の場合の折り曲げた三角形の角の状態

は ｢重なる｣として意味づけられている｡

これによって問題場面(条件を満たす四面

体)について､その展開図が ｢重なる分｣を

持つという新たな情報が獲得されている｡先

に述べた､一度完全に折り畳んでから外-向

かって開いていくという新たな細み立て方が､

｢重なる分｣を徐々に解消することとして理

解されることを想起するならば､この ｢重な

る分｣という素朴な意味づけが､実は解決そ

のものに密接に結び付いていると考えること

ができる(Nunokawa,1992参照)｡
結局､直角三角形をめぐる活動において生

じていたことは､操作により自然に生成した

要素に対して､解決者が自分なりの意味づけ

を行い､自分の問題場面の構造に取り込むこ

とであった､ということになる｡こうした､

自然に生成される要素とそれ-の意味づけの

結果､問題場面の構造の変化が引き起こされ

る､という流れは､2次元の図が問題場面の

構造の変化を引き起こす際の一つのあり方

(Nunokawa,1994b)との類似を見せている｡

また､前節で述べたような組み立て方の変

化が､辺の接合しうる展開図を組み立てた立

体という問題場面の構造から､重なりの生じ

うる展開図を組み立てた立体という構造-の
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変化に伴って生じていたことは､組み立てる

という物理的モデル-の操作が､問題場面の

構造を反映するものであることを示している｡

このことは､図のかき方がその時点での問題

場面の構造を反映するという､問題解決にお

ける図の利用についての知見 (Nunokawa,

1994a)との一致を見せる｡

さらに四面体に対する図2のような展開図

は､Mariotti(1991)によれば小学生から高校

生にまで共通して現われるものであり､彼女

はこれが四面体を展開する心的操作に基づく

ものとしている｡本稿の被験者も､ ｢切り開

いてみようか｣という発話や､一つの三角形

をかいてからその回りに三つの三角形を付け

加えることで最初の展開図をかいたことより､

底面を固定しそれ以外の面を開いていく操作

に基づいて､展開図をかいていたと考えられ

る｡つまり､展開図自体が､操作により自然

に生成される要素を多分に含んでいたことに

なる｡そして､展開図のかき方が変化したこ

とは､その背後にある操作の仕方の変化とも

捉えられる｡

このように見てくると､図をかくという活

動と物理的モデルを操作するという活動を対

比して考えることにより､物理的モデルにつ

いての本稿の分析は､図の利用についての議

論と対応づけながら行うことができることが

わかる｡そして､物理的モデルの場合にも､

組み立てるなどの操作により自然に生成され

る要素があり､それが問題場面の構造を変化

させていると言えよう｡

なお展開図の外周が大きい三角形になるこ

とに関連して､事後インタビューで ｢ここだ

からうまくこう線でかいちやったところがよ

かったのかもしれません｣と述べ､図2の真っ

直ぐな部分をなぞっている｡これは面となる

三角形をかいていった結果(偶然かもしれな

いが)､外側に長い線分が現われたのであり､

平面の図についてではあるが､やはり自然に

生成された要素が解決に影響を与えている｡
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6.おわりに

事後インタビュ-の ｢これ作らなかったら

できなかったと思うたぶん｣という発言から

もわかるように､解決者自身が物理的モデル

を構成したことが解決にとって重要な役割を

果たしていたことは認めている｡だからといっ

て､物理的モデル自体を根拠として証明が行

われているわけではない｡物理的モデルは､

折り曲げる箇所に集まる角の大小関係が､四

面体ができることにとって決定的な条件であ

ることを示唆した｡つまり､展開図のもとに

なっている鋭角三角形に関するどのような数

学的な性質が重要なのか､証明に有効な数学

的なアイデアが何であるのかを物理的モデル

が示唆していたのである｡

Devlin(1994)は ｢コンピュータ ･グラフィッ

クスは､伝統的な [数学の]テクニックの正

しい組み合わせを見つけるのに必要な直観を

数学者に与えることができる｣(p.7)と述べ

ているが､本稿で分析した事例では解決者が

作った物理的モデルがその役割を果たしてお

り､結果的に問題場面の構造の変化を促すも

のとしてのストラテジー(Nunokawa,1990)の

機能を果たしていたことになる｡その際には､

操作により自然に新たな要素を産み出すとい

う物理的モデルの一つの機能が関わっている

とともに､場面となる空間に対する人間の理

解や意味(Bishop,1983)が重要であった｡そ

うした側面まで含め､物理的モデルが図と類

似の役割を問題解決の中で担う可能性が､本

稿の分析により示されたことになる｡

註および引用 .参考文献

1.本稿で用いられる ｢物理的モデル｣とは､紙や
板などで作った､幾何学的図形のモデルを指
す｡なお解決後半でモデルを組み立てるため
に展開図を切り取っているが､これもモデル
の変形された形として､含めて扱う｡
2.ギリシア文字は記述のために筆者が導入したも
のであり､解決者本人は使っていない｡
3.この前後で解決の方針が変わっている｡これ以
前は与えられた条件を満たす四面体の内部の
特徴を求め､そこから各面が鋭角三角形であ



ることを示そうとしていたと思われる｡一方
これ以後は､どのような条件を満たす三角形
により展開図をかけば条件を満たす四面体に
なるかを考えている｡しかし前半での活動の
成果により､展開図が制御しやすくなってお

り､その意味で本稿の事例においても初期活

動の影響(布川,1994)を見ることができる｡
4.以下の展開図の組み立てに関して､実際に展開
図をつくり組み立てることは､解決者に何が
｢見えた｣のかを理解する助けとなろう｡
5.鈍角三角形について図7以外の折り方をした場
合には､後で鋭角三角形において四面体がで
きる理由として述べられる､角の重なりが生
ずる｡(但し､折る方向の関係で辺どうしの接

合はうまくできない)0(vi)の時点で角の重な
りが問題とされないことは､ここではあくま

でも辺どうしの接合に注意が向けられている
ことを､逆に物語るものと言えよう｡

BishopJU.(1983).Spaceandgeometry.InR.Lesh&
M･hldau(Eds.),AcquLIsltionofmathematic∫

conceplSandprocessesbp･175-203)･Orland,FLニ
AcademicPress.

Carpenter,T.P･,Ansell,E.,Franke,M.L.,Fennema,E.,

&Weisbeck,L･(1993)･Modelsofproblemsolvillg:
As山dyorkindergartenchildrel1-sproblem-solving
processes.JournalforResearc/zLlnMathematL'cs
EducatLlon,24(5),428-441.

ClementsJ⊃･H･皮Battista,M.T.(1992).Geometryand
spatialreasoning.InD.A.Grouws(Ed.),Handbook

ofresearcho,imat/lematL'csteac/u'ngandLeamil王g

bpJ20-464)･NewYork,m :Macmillan.

ーDevlin,K･(1994)･MathematL.C∫:TheSCL'enceofpatterns.
NewYork,NY:ScientificAmericanLibrary.
Dreyfus,T.&Hadas,N.(1991).STEREOMETMX-A
leamlngtoolforspatialgeometry.InW.ZilTuneト
maLnlI&SICunningham(Eds.),VIsuaLL-zatE'oTlin

teachL'nga,ldLeaning/Jlat/lematL'cs(pp,87-94).
Washington,D.C.:MathelnaticalAssociationof
America

GeddesJ)･皮Fortunato,i.(1993).Geometry:Research
andclassroomactivities.InD.T.Owens(Ed.),Re-
searchL'deaSforEheclaSSrOOm:MEddlegradesmath-

emallcS(pp.1991222).NewYork,NY:Macmillan.

HembreeR･(1992)･E:tperimelltSalldrelationalstudies

inproblemsolving:Ameta-analysis.JoumaLfor
ReSearChL'′王MaThe,TlatE'cSEducatLloll,23(3),242-273.
クラムキン,M.S.(1991).数学オリンピック問題集 :
アメリカ編 (国際数学オリンピック日本委員全
訳).東京図書.

Mariotti,M .A･(1991).Agevariantandelementsinthe

soJutionofunfoldingproblems.ProceedL'ngsofthe
15tlll′llerfZalL'OnalConferenceforthePsycjwlogyof

MalhematicsEducatLlon(vol･2,pp･389-396)･Assisi.
MariotLi,M･A･(1993)･Tlleinfluenceofstandardimage

- 20-

ingeometricalreasoning.Proceedngsoflhe17thln-

1emationaLConferenceforthepsychologyofMath-
ematicSEducatL'on(VOl.2,pp,177-182).Tsukuba.
布川和彦.(1993).大局的再構成の生じた解決の特
徴.第26回数学教育論文発表会論文集,32ト326.

布川和彦.(1994).数学的問題解決における初期活
動の影響:問題場面の構造の再構成の観点から.

第27回数学教育論文発表会論文集,323-328.

Nunokawa,K.(1990).Rolesorheuristicstrategiesin

mathematicalproblem-solving.TsukubaJournalof
EducatE'onalStudyinMalhematL'cs,9m),41-54.
NunokawaJi.(1992).Solversintroduceextrainror-

mation:Itspositiverolesintheproblemsolving
processandtheinstruction.TsukubaJoumaLof
EducationalStudyL'nMathematL'cs,12(B),25136.
Nunokawa,K.(1993a).Prospectivestrucmresinmilth-
ematicalproblemsolving.Proceedng50flhe17[h
lntematL'OnalConferenceforthepsychologyof

MathematE-csEducation(vol･3,pp･49-56)･Tsukuba
NuI10kawa,K.(1993b).Solvers'spontaneousbalancing
ofthelevelofdimcultylnmathetnaticalproblem

solving.TsukubaJoumaLofEducatLlollaLStudyI.a
MathematE'cS,12(B),47-56.

NunokawaK.(1994a)･lmprovingdiagramsgradudly:

OneapproachtouslngdiagramsillProblemsolv-
ing･FortheLearnLlngofMalhematicLtJ4(I)34-38･
NunokawaJl.(1994b).Natllrdlygeneratedelements

and由vlngthemsenses:Ausageofdiagramsin
problemsolving.Proceedng50fthe18thItller-

natL'onalConferenceforthePsyc/10logyofMalhe-

matL'cSEducation(γol.3,ppl376-383)･Lisbon･
Nunokawa,K.(1994C).Solver.sstructuresoraproblem
situationandtheirglobalrestructuring.Joumalof
Mathe11latL'caLBe/laVior,13(3),275-297.

ParzyszB.(1988)."KnOWing'lvs"seeingH:Problemsor
theplanerepresentationorspacegeometryrigures･
EducatL'onaLStudiesinMathematics,19(l),79192.

Polya,G.(1957).Howto′soLveit(2ndcd.).Princeton,

NJ:PrillCetOnUniversityPress.
nigge,G.R.(1978).Thedifferentialerrectsortheuse

ofmanipulativeaidsonthelcm ngolgeometric

conceplsbyelement'Vyschoolcllildren.JoumaLfor
ReSearC/IE'/IMalhefTlalL'csEducatL'on,9(5),36i-367･

Schoenfe札A.H.(1985).MalhematicaLproblemsolvE'ng･
Orland,FL.･AcademicPress.

Sowell,EJ･(1989).Errectsorlna山pulativematerials
inmathematicsinstructioll.JournaljbrRe∫earchI-ll
MathematL-csEducation,20(5),498-505.


