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ユークリッドの互除法の一般化について

岩 崎 浩

1 はじめに

本稿ではユークリッドの互除法の一般化に

ついて述べる｡ユークリッドの互除法が2つ

の数の最大公約数を扱い,その繰 り返しに

よってn個の整数の最大公約数を扱 うのに対

して,本稿で述べるユークリッドの互除法の

一般化は,原理的にみてn個の整数の最大公

約数をそのまま扱 うところに特徴がある｡I
このようなユークリッドの互除法の一般化

を取り上げる意図は,主に次の二つである｡

-つは,この一般化が,ある文脈からみれば

非常に自然であるにも関わらず,余り知られ

ていないということである｡もう一つは,こ

の-般化が,-数学的関係それ自体-の興味や

その関係と応用可能性との関連,一般化の方

法など,数学の幾つかの性格を例証している

からである｡しかも,その内容を理解するの

に特別な予備知識をほとんど必要としない｡

したがって,小 ･中学校の教師を志望してい

る学生や,現職の小 ･中学校の教師が,数学

についての適切な理解を得るのに少しでも役

立ちうるのではないかと思ったからである｡

そして,このような教材を豊富に用意するこ

とは,教員養成系学部の重要な仕事の一部で

あると考えるからである｡平林(1994a)は次

のように述べている1)0

そうした大学の卒業生が′｣､学校の教師になっ

たとき,どのような問題が起こるでしょう
か｡おそらく日常の授業実践については,先
輩の諸先生がいろいろな面で親切に指導し
てくださるでしょうから,授業技術の点で

は,外見的にも著しい進歩が見られるよう
になるでしょう｡しかし,そうした技術面で
まじめに努力される方ほど,おそらくどう
にもならない一種の虚無感に陥られるかも

しれないと思います｡たとえば,子どもに
こんなことを教えて何になるのか,子ども
はこんなことをどうしても知らなくてはな

らないのか,といった問題については,敬
育技術は何も教えてくれないからです｡

ここで述べられている問題は,同氏が述べ

るように,教育技術の問題ではない｡むしろ,

思想性の問題である｡この間題を解決するの

は容易ではない｡しかし,同氏も述べるとお

り,その第一歩は,数学及び私がメタ知識と

呼びたいところの,数学と人間性との関係

の適切な理解に,できる限り具体的に,アプ

ローチすることである｡

平林(1994a)は,このアプローチとして教

師自らが ｢数学する｣ 1ことを挙げており,こ

のような教師自らが数学する体験,｢数学的体

験｣･のための幾つかの教材を提供している｡

同氏はまた,｢理学部の数学は歯のたたない

ステーキであり,教育学部の数学は肉の入ら

ないスープである｡｣というある外国の雑誌

からの一文を引用し,これまでの教員養成系

学部では,世界的にみても,上の問題にアプ

ローチするのに適した教材が積極的に提供さ

れてこなかったと述べ,このような教材の開

発の必要性を示唆 している｡

1これは,上越数学教育研究会や∑会で,子ども
たちに数学を指導する上での最も基本的な方法として
重視されてきた考え方でもある2)｡
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本稿の試みも,教師志望の学生や現職の先

生方にとって,数学及びそれと人間性との関

連について反省したり,理解を深めるのに少

しでも貢献しうるような教材を提供しようと

いう一つの努力である｡

2 ユークリッドの互除法の幾つかの意味

ユークリッドの互除法は,ユークリッド原

論第7巻命題2にあるように3),最大公約数

を求める一つの アルゴリズムとして最もよ

く知られている｡一方,忘れてはならないの

は,ユークリッドの互除法の歴史的意味であ

り,それは,無理数性を認識する道具として

の意味である｡無理数性は,正五角形の一辺

とその対角線との間に兄いだされたともいわ

れている｡この無理数性の認識を支えている

のがユークリッドの互除法である｡2量の間J
に通約量 (共通のものさし)が存在する場合

には,ユークリッドの互除法は有限回で終了

する｡正五角形の一辺とその対角線の場合に

は,ユークリッドの互除法が果てしなく続く

ことがわかる4)5)｡無理数は,日常的に有用

なものとして生起しない数であり,むしろ,

理論的に異常なものとして生起する｡その異

常さは,論理によってはじめて認識しうるも

のである｡学校数学では取り上げられないが,

無理数は,この意味でも陶冶価値を有し6),

ユークリッドの互除法は,この無理数の存在

を最も具体的に認識するための一つの思考の

道具であるOユークリッドの互除法がこのよ

うな道具たりうるのは,次節でも述べるが,

そのアルゴリズム自体に素因数分解など,過

約量の存在を仮定していないからである｡

文部省の指導書によれば,最大公約数は,

小学校第5学年の内容の中の ｢数と計算｣ に

おいて,特に,整数についての理解を深める

もq)として位置づけられている｡一方,中学

校ではこの用語は出てこない2｡

2中学校においては,最大公約数は取り扱われてお

らず,関連する内容としては,第3学年の学習内容で

算数での最大公約数の取り扱いをみると

『最大公約数及び最小公倍数を形式的に求め

ることに偏ることなく,具体的な場面に即し

て取り扱 う程度とするよう配慮する必要があ

る｡』9)となっている｡これを受けて,教科書

10)でも,例えば,18cmx12cmの用紙に同

じ大きさの正方形の紙をすき間なくならべる

という場面を設定し,うめることができる一

番大きい正方形の一辺の長さを求める問題が

取り上げられている｡そして,最大公約数を

求める方法としては,18と12のそれぞれの

約数を全て書き出し,公約数を○で囲み,そ

の中で最大のものを選ぶという方法である｡

このように,最大公約数を日常生活との関

連で考えている限り,ユークリッドの互除法

をあえて用いる必要性は出てこないように

思われる｡実際,ユークリッドの互除法の実

用的意味が生じてくるのは,むしろ,より大

きな数の最大公約数を求める必要がある場合

や,それを_コンピュータで機械的に求める必

要が生じた場合に限られてくる｡このことが

最大公約数を取り上げているにも関わらず,

歴史的及び実用的意味をもったユークリッド

の互除法が小学校で積極的に取り扱われない

一つの理由になっているように思われる｡

しか し,小学校算数はそれ 自身完結 し

たものではなく,中学校数学の準備 とみ

なされる現在の状況においては,小学校

段階においても,日常生活 との関連,す

なわち,数や図形を生活に役立つ問題解

決の道具 としてだけでなく,それ以上に,

それ自身興味ある対象として 考えていける

ように指導することが必要になってきている｡

ある ｢多項式の因数分解｣の中に自然数の素因数分解
が位置づけられている｡そして,｢多項式の因数分解｣

の意味を理解するためのモデルとして,自然数の素因

数分解が位置づけられている程度である｡これを受け

て,教科書でも,最大公約数に関する記述はなく,秦
数や素数の求め方などを取り上げる程度にとどめてい
る｡これらは,多項式の因数分解を自然数の因数分解

をモデルとして理解するのに必要最小限の内容である
7)8)_
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例えば,中学校数学の一つの特徴である

｢論証｣には,フアン ･ヒ-レの学習水準の

理論が典型的に例証しているように,数や図

形を問題解決の道具としてだけではなく,そ

れ自身興味ある対象として考えることが要求･

される｡

本稿で取り上げるユークリッドの互除法の

一般化も,問題解決の道具としてよりも,む

しろ,ユークリッドの互除法の背景にある数

の関係そのもの-の関心に由来している｡実

用的な観点だけでなく,最大公約数やそれを

求めるプロセスそのもの-目を向けようとし

たとき,ユークリッドの互除法は,それ自身

として興味ある関係を含んでいるように思わ

れる｡この関係は本学数学コースのある学部

生によって兄いだされた関係であるが,私自

身にとっても興味深い一つの発見であった｡

3 ユークリッドの互除法の一般化

3.1予備的考察

ユークリッドの互除法は,最大公約数を求

めるきわめて合理的な方法である｡このこと

は次の最大公約数の求め方と比較するとわか

りやすい｡

2 142 30__

3斗 21 _1_早.
固 7 5

図 1:42と30の最大公約数の求め方(1)

この求め方は,42と30の公約数を適当に

見当をつけていき,それらをかけるという方

法である｡この方法は一見便利だが,目安で

公約数 となる数の見当をつけなければなら

ないので,例えば,3569と4399のような2

数の最大公約数をこの方法で求めるのは難し

いであろう｡なぜなら これら2数の素因数

分解は,それぞれ,83×43,83Jx53で表さ

れ,目安で見当をつけるには大きい素数の積

になっているからである｡

ユークリッドの互除法の特徴は,与えられ

た2数に対して,このような素因数分解を前

提としない (しなくてよい)ところにある｡

ユークリッドの互除法が,前節でも述べたよ

うに,2つの量の間に通約量が存在するかど

うかを確認する手段 となりうるのは,正に,

この特徴によるものといえるであろう｡

それでは,ユークリッドの互除法とはどの

ような方法なのか｡42と30の最大公約数を

ユークリッドの互除法で求めながら,具体的

に述べることにしよう｡

42-30×1+12

3すくを霜丁6

1すご鼓宕一｡
･
;

:2

･:
i

図 2:42と30の最大公約数の求め方(2)

図2は,42と30の最大公約数をユークリッ

ドの互除法で求めているところを表してい

る｡除数と余りをそれぞれ被除数と除数に置

き換えて,余りがOになるまで繰り返してい

る｡別の見方をすれば,余りで除数が割り切

れるかどうかを常にチェックしているともみ

れる｡そして,余りで除数がちょうど割り切

れたとき,その余り(当該の式では除数になっ

ている)の数が最大公約数である｡

今の場合6が最大公約数であることがわか

る｡まず,6が42と30の公約数であること

は,図2の(i)式,(ii)式,(iii)式を逆にたどる

ことで確認できる3｡また,最大であること

は,6よりも大きな42と30の公約数が存在

するとして,(i)式,(ii)式,(iii)式をこの順に

たどれば,不合理が生じ,そのような公約数

は存在しないことがわかる｡

今,仮に6よりも大きな42と30の公約数x

があったとするO(i)式をみれば,xは,左辺で

ある42を割り切るのだから,右辺30×1+12

も割 り切るQところが,xは,42と30の公

3この証明はほとんど明らかなので省略する｡
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約数であるゆえ30を割り切るのだから,12

を割り切らねばならない｡同様に,(ii)式を

みれば,xは左辺である30を割り切り,右辺

の 12を割 り切るのであるから,xは6も割

り切ることになる｡ところが,xは,6より

も大きい整数であったから,このことは不合

理である4｡

これがもっとも素朴なユークリッドの互

除法の理解であろう｡図2の系列は,例え

ば,(ii)式から始まったとみれば,30と12
の最大公約数を求めるユークリッドの互除

法とみれるし,(iii)式から始まったとみれ

ば,12と6の最大公約数を求めるユークリ

ッドの互除法ともみれる｡つまり,この考え

で図2をみれば,ユークリッドの互除法は,

(42,30),(30,12),(12,6),(2,0)というように,
｢減少していく同じ公約数をもった整数の組IJ
の系列｣としてみることができる5｡この系

列の同値性を保証するのが次の補題である｡

補講 1 (ユークリッドの互除法 )Zを整数

全体の集合とする｡al,a2(≠0)∈Z,た

だし,α1≧ α2とする｡これに対して,

alをa2で整除したときの商をql,余 り

をrlとする｡数式を用いて表現すれば,

al-a2ql+rl,(ql,rl∈考,0≦rl≦a2)

(1)

となる｡このとき,α1とα2の公約数全体

の集合はqlとrlの公約数全体の集合と

一致するOしたがって,alとa2の最大公

約数はα2とrlの最大公約数に等しい｡

α1とα2の公約数全体の集合を (α1,｡2)
で表し6,α2とrlの公約数全体の集合を

(｡2,rl)で表すことにすると,

(α1,α2)-(α2,rl) (2)

4ここで用いた証明方法は,ユークリッド原論第 7

巻命題 2の証明と本質的に同じ考え方を用いている｡

5これを図式的に表現 したのが図3である｡

6α1と｡2の最大公約数を(α1,α2)と表すことがあ
るが,ここでは α1とα2の 公約数全体の集合 を表す
ことにする｡

が成り立つ｡

それでは,まずⅠ段階として,集合(｡1,｡2)
からどんな要素を取ってきても,その要素が

集合(｡2,rl)の要素であることを示そう｡

∀x∈(al,a2)とする.xはalとa2の公約

数であるから,xはもちろんa2の約数であ

るOこれを-以下,記号搾 使ってxfa2と表現

することにしようo x∈(a2,rl)を示すため

には,後,可rlであることを示せばよい｡rl
は式(1)を変形すると,

rl-al-a2ql (3)

と表せる｡x∈(al,a2)だから,al-kx,a2-

lxを満たす k,l∈Zが存在する｡これらを

(3)式に代入すれば,

rl-kx-lxq1-I(k-1ql) (4)

この式(4)はxlrlを示しているoよって,x∈

(α2,γ1)が示された｡

逆に,第ⅠⅠ段階として,集合 (α2,rl)から

どんな要素を取ってきても,その要素が集合

(α1,α2)の要素であることを示そう｡

∀y∈(a2,rl)とする｡yはa2とrlの公約

数であるから,もちろん yFa2である.y ∈

(al,a2)を示すためには,あとyJalを示せば

よいoy∈(a2,rl)なので,a2-mX,rl-ny

を満たす m,n ∈ Z が存在する｡これらを式

(1)に代入すると,

a1-myql+ny-y(mql+n) (5)

この式(5)はylalを示している｡よって,x∈

(a',a2)が示されたOゆえに,(2)式が成り立

つことが示された｡

3.2 一般化のアイディアとその証明

ユークリッドの互除法の一般化についての

証明に入る前に,本稿で問題にしているユー

クリッドの互除法の一般化とは何を意味して
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いるのかということと,それを考えるに至っ

た文脈について述べておくことにする｡

ユークリッドの互除法は,上で述べてきた

ように,基本的には2つの数に対するアルゴ

リズムである｡それを3つ以上の数について

考えることは自然なことである｡しかし,例

えば,3つの数に対しては,ユークリッドの

互除法を2回適用すればその最大公約数は求

まる｡したがって,実用的観点からみれば,

これまで述べてきたユークリッドの互除法で

十分である｡実際,3つの数に対して,ユー

クリッドの互除法を2回適用するというアイ

ディアは,ユークリッド原論の第7巻命題3

の方法11)そのものである｡この方法は,4個

以上の整数の場合にも原論第7巻命題2の原

理を繰り返すことで対処しうることを示唆し

ているから,ここであえてユークリッドの互

除法を一般化するとは一体どういうことなの

か説明しなければならないであろう｡

本稿で取り上げようとするユークリッドの

互除法の一般化は,このような実用的な観点

から生まれたものではない｡むしろ,アルゴ

リズムの形式性から生まれたもの,その形式

性の背後にある数の関係そのもの-の関心か

ら生まれたものといえるものである｡

これを説明するために,ユークリッドの互

除法のアルゴリズムを次のように図式化して

みよう｡

α1 α2

図 3:ユークリッドの互除法の図式化

この形式を拡張して,3つの整数に適用す

ることを考えることは自然なことである｡そ

の際,問題となるのが第4番目の数をどのよ

うに決めるかである｡2つの整数の場合には
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2つの整数のうち大きい整数を小さい整数で

割 った時の余りであった｡3つの整数の場合,

これに対応する数は何か?

α1 α2 α3 ;? ;

図 4:第4番目の数は何か7

今,この3つの整数をal,a2,a3(≠0),~た

だし,α1≧α2≧α3とし,α1をα2で整除し

たときの余りをrl,α2をα3で整除したとき

の余りをr2とする｡結論からいえば,この

第3番目の整数は, rl+r2になる｡

3つの整数α1,α2,α3をそれぞれ,42,30,24

とおいて,例証してみよう｡

図 5:ユークリッドの互除法の図式化(2)

この場合,rl+r2-0となったときのα3の

位置にある数6が求める最大公約数である｡

それでは,ユークリッドの互除法の拡張,

3つの整数の場合の証明をすることにする｡

図5で示したこのアルゴリズムはまだ検討の

余地を残している｡このことは後で述べるこ

とにして,このアルゴリズムを支えている原

理,つまり,上で述べた,2個の整数から成

る同値な組の減少する系列が,3個の場合に

も構成可能であることを示すことにする｡そ

して,このアイディアをn個の整数の場合に

一般化することを試みることにする｡

補語 2 (3つの整数の場合 )Zを整数全体

の集合とする.al,a2,a3(≠0)∈Z, た



だし,α1≧α2≧α3｡これに対して,α1

をa2で整除 したときの商をql,余 りを

rlとする｡α2をα3で整除したときの商

をq2,余 りを r2 とするO数式を用いて

表現すれば,

al - a2ql+rl,

(ql,rl∈Z,0≦rl≦a2)(6)

a2 - a3q2+r2,

(q2,r2∈Z,0≦r2≦a3)(7)

となる｡このとき,rlとr2の和rl+r2を

考える｡このとき,α1,α2,α3の公約数全

体の集合はα2,α3,rl+r2の公約数全体の

集合と一致する｡al,a2,a3の公約数全体

の集合を(α1,｡2,｡3)で表し,｡2,α3,rl+

r12の公約数全体の集合を(a2,a3,Jl+r2)

で表すことにすると,

(al,a2,a3)-(a2,a3,rl+r･2) (8)

が成 り立つ｡したがって,α1,α2,α3の最

大公約数は,α2,α3,rl+r2の最大公約数

に等 しい｡

この補題を証明する前に,いくつかの簡単

な変形規則とでもいうべきものを導入 してお

くことにする｡

命題2.1a,b,C∈Zに対して,

(a,a,C)-((a,b),C)-(a,(a,C))

が成り立っ｡

命題2.2a,b∈Zに対して,

(a,b)-(a,a)

が成り立つ｡a,bの公約数全体の集合は,a,a

の公約数全体の集合と同じなので明らかで

ある.同様に,A,βをそれぞれ特定のいく

つかの整数の公約数全休の集合とすると,

(A,B)-(B,A)

が成り立っ.したがって,順序に関係な'(
入れ換えることができる｡

命窺2.3a,a,C∈Zに対して,

(a,b,C)-((a,b),(b,C))

が成り立っ.なぜなら,∀x∈(a,b,C)とする
と,xLa,xlb,可Cであるから,刺(a,b),刺(b,C)
がいえる｡ゆえに,x∈((a,a),(b,C))｡逆に,
∀y∈((a,b),(b,C))とすると,y∈(a,b),y∈

(b,C)だから,yla,ylb,ylcであるOゆえに,

y∈(a,b,C)が成り立つO

命題 2.4A,β,Cをそれぞれ特定のいくつかの整
数の公約数全体の集合とする｡このとき,

A=Cならば,

(A,B)-(C,B)

が成り立つ｡公約数の集合として同じもの

を代入しているので明らか｡

命題2.5a,b∈Zに対して,

(a,a+b)-(a,b)

が成り立つ｡なぜなら,∀x∈(a,a+a)とす
ると,･可a,xla+bであるから,a-Te,a+

b-a:fとなるe,f∈Zが存在する｡a+b-
xfの両辺からaを引き,a-xeを代入すれ

ば,b-xf-a-3:I-xe-x(i-e)とな
る｡ゆえに,xlb｡したがって,3:∈(a,b)で
ある｡逆に,Vy∈(a,b)とすると,yla,ylb
であるか ら,a-yg,b-yhとなる9,h∈

Zが存在するOこれらを加えて変形すると,

a+b-yg+yh-y(9+h)となる｡ゆえに,

yla+b｡したがって,y∈(a,a+a)である｡

それでは,補題 2の証明をすることにしよ

う.∀x∈(al,a2,a3)とする｡このとき,x∈

(a2,a3,α)すなわち,I∈(a2,a3,rl+r2)を

示す｡

命題 2.3より,

(al,a2,a3)-((al,a2),(a2,a3)) (9)

よって,x∈((al,a2),(a2,a3))oしたがって,

x∈(a2,a3) (10)

補題 1より,(al,a2)-(a2,rl)(9)式からx∈

(α2,rl)となるから,
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xlrl (ll)

補題1より,(a2,a3)-(a｡,r2)(9)式からx∈
(α3,r2)となるから,

こ申2 (12)

(ll),(12)より,

可(rl,r2) (13)

したがって,rl-Xi,r2-Xjとなるi,j∈Z

が存在する.辺々加えると,rl+r2-Xi+

xj-I(i+i)｡ゆえに,

こ申1+r2 (14)

が成り立つ｡

(10),(14)より,

x∈(a2,a3,rl+r2) (15)

逆に,Vy ∈ (a2,a3,rl+r2)とする｡

(α2,α3,rl+r2)は,上述の変形規則を用いれ

ば次のように変形することができる｡

(命題 2.1)より,

(a2,a3,rl+_r2)芦((a2,a3),rl+r2) (16)

(補題 1;命題2.4)より,

(α2,α3,rl+r2)-((α3,rl),rl+r2) (17)

(命題2,1)より,

(α2,α3,rl+r2)-(α3,(rl,rl+r2) (18)

(命題2.5)より,

(α2,α3,rl+r2)-(α3,(rl,r2)) (19)

(命題2.3)より,

(α2,α3,rl+r2)-((α3,rl),(rl,r2)) (20)

したがって,y∈(a3,rl),y∈(rl,r2)｡よっ

て,沖 1また,補題1から,(｡2,｡3)-(｡｡,rl)

なので,y∈(a2,a3)｡よって,yla2｡補題1よ

り(al,･a2)-(a2,rl)｡ゆえに,y∈(al,a2),

すなわち,ylalo

定理 (一般化 )Zを整数全体の集合とする.

任意のn個の整数に対して,すなわち,

例えば,al,a2,- ,an(≠0)∈Z,ただ

し,al≧a2≧-･≧anとし,alをa2

で整除したときの余りをrl,｡2をα3で

整除したときの余りをr2,同様に,an_I

をanで整除したときの余りをrn_1とす

る｡このとき,｣‰_1-rl+r2+r3+

-･+rn-1;(n≧2)と表せば,

(al,a2,･･･,an)-(a2,a3,･･･,an,li l)

(21)

が成り立っ｡したがって,al,a2,･･,,an

の最大公約数は,a｡,a3,･･･,an,Rn_1の

最大公約数に等しい｡

n(≧2)に関する帰納法で証明する.

(i)n-2のとき,つまり,2つの整数に対し

て,式(21)は次のようになる｡

(al,a2)-(a2,Rl) (22)

ここで,Rl-r･1であるから,これは既に

証明した補題 1 (ユークリッドの互除法)に

他ならない.したがって,n=2のとき,式

(21)は成り立つ｡

(ii)n-kのとき,つまり,k個の整数に対し

て,式 (21)は成り立つと仮定する｡すなわ

ち,Rk_1-rl+r2+r3+･･･+rk_lと表せば,

(al,a2,･･･,ak)-(a2,a3,･･･,ak,Rk_1)

(23)

が成り立つと仮定する｡

このとき,n=k+1のときも成り立つこ

とを示す｡すなわち,Rk-rl+r2十･-+rk
と表せば,

(al,a2,- ,ak+1)-(a2,a3,･･･,ak+1,Rk)

(24)

が成り立つことを示す｡
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今,簡単のために(al,a2,･･･,ak+I)-Xと

し,(a2,a3,･･･,ak+I,Rk)-Yとしておくこと

にする｡

まず 第 Ⅰ段階として 証明すべきことは,

∀x∈x とすると必ず x∈Y となることで

ある｡そのためには,可Rkを示せば十分で

あるOなぜなら,XとYの違いはalとRkの

ところだけであることに注意すると,x∈X

ということ自体によって,本来示さなければ

ならない諸関係である,可a2,3車3,- ,可ab+I

が既に示されていることになっているからで

あるOつまり,残 りの関係可Rkが成り立っこ

とさえ示せば,xは,Yを構成しているk+1

個の整数すべての約数であることを示すこと

ができるので,∬∈yが示せるということで

ある｡

まず,Xを帰納法の仮定を用いて変形する

と,すなわち,命題 2.4を使って,Xの中の

一都の整数の組 al,a2,･･･,一akを(23)式が示

唆するその組と全く同じ公約数をもつ整数の

組 a2,a3,-･,ak,Rk_lで置き換えると,

X -(a2,a3,･-,ak,Rk_I,ak+i) (25)

したがって,

可Rk_1 (26)

Rkは,定義から

Rk-Rk_I+rk (27)

また,rkは,akをak+1で割 ったときの余り

であるから,補凄1(ユークリッドの互除法)

より,

(aた,ak+1) -(ak+I,rk) (28)

が成 り立つo x ∈ X なので,当然,x ∈

(akヲak+1)である｡ したがって,(28)式より,

x∈(ak+I,rk)o Lたがって,

rlri.

(26),(27),129)から,

.rIRL･

(29)

(30)

よって,x∈Yo

次に,第 ⅠⅠ段階として,逆に,Vy∈Yと

すると必ず y∈X となることを示す｡その

ためには,上で述べたのとちょうど同じ理由

から,ylalを示せば十分であることがわかる

であろうOそして,扉α1を示すためには,結

局,ytrlを示せばよいことも示唆されるであ

ろう｡なぜなら,y∈Yであるから,y桓2で

あり,補題 1から(α1,α2)-(α｡,rl)が成 り立

つことがわかっているので,この関係を用い

るとy∈(al,a2)であること,すなわち,y桓1

を示すことができるからであるo

帰納法の仮定により,k個の整数 に対 して

定理は成 り立っている7ので,

(a2,a3,･･･,ak+i)

-(a3,a4,- ,ak+1,r2+r3+- +rk)

(31)

が成 り立つO

この関係 をγに適用す ると,すなわち,

命題 2.4を使って,Yの中の一部の整数

の組 a2,a3,･･･,ak+1を (31)式が示唆す る

その組 と全 く同 じ公約数 をもつ整数の組

a3,a｡,- ,ak+1,r2+r3+- +rkで置き換

えると,

Y - (a2,a3,･･･,ak+1,Rk)

7定理は.(24)式そのものではなく,(24)式が示唆
する関係の成立を主張していることに注意｡その関係
とは,『n個の整数があって,それを大きい順番に並
べ替える｡大きい整数をその次に大きい整数でわり算
を次々に行う｡n値の整数の場合,n-1回のわり算
をすることになるOその結果生じるn-1個の余りの
合計をRn_1すると,n個の整数の公約数全体の集合
と,この集合から最大の数を余りの合計Rn_1で置き
換えた集合の公約数全体の集合は一致する』という
ことである｡したがって,ここでの帰納法の仮定であ

る,(23)式は,任意のk個の整数に対して,それら
の間に,(23)式とともに示されている関係が成立し
てさえいれば,(23)式は成立するという意味であるO
言うなれば,式そのものは,定理の一つの具体的表現
であり,一つの例であるということである｡
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- (a3,a4,･･･,r2+r3+･･･+rk,Rk)

(32)

ここで,(32)式の後半の式の中の関係r2+

r3+-･+rk,Rkに注目すると,Rk-rl+r2十

-･+rkであるから,A-r2+r3+･･･+rkと

おけば,r2+r3+- +rk,Rkは,A,rl+A

と書くことができる｡これを命題2.5を用い

て変形すると,

(A,rl+A)-(A,rl) (33)

となる｡すなわち,(32)式の後半の式の中の

関係が示唆する公約数全体の集合(γ2+r3+
-.+rk,Rk)は,(A,rl)と等しいOしたがっ

て,命題2.5を適用して,(32)式の後半の式

の中の関係 r2+r3+･･･+rk,RkをA,rlで

置き換えると,

Y-(a3,a4,･･･,ak+i,4rl) (34)

(34)式は,沖 1であることを示している｡

4 おわりに

このユークリッドの互除法の一般化は,そ

の意味や実用的な観点から生まれたという

よりも,形式性,とりわけ,ユークリッドの

互除法を図3のような図式でそのアイディア

を表現したことが契機となっていた｡ユーク

リッドの互除法のアイディアを図式で表現す

ることによって,形式が先行し,ユークリッ

ドの互除法が持っているもともとの意味から

離れる結果となり,その図式の中にある関係

そのものが問題となったといえそうである｡

rl+r2を第4番目の数にするというような

アイディアは,意味を考えている間には思い

もつかないかもしれない｡

本稿でみてきたように,ある文脈を与えれ

ば,非常に自然で興味深いと思われるこの

ユークリッドの互除法の一般化が,これまで

あまり周題にされてこなかったとすれば,そ

の理由を考えることは,数学と人間性との関

連を考える上で役立つように思われる｡それ

は,数学的関係とその応用可能性との関係で

あり,おそらく,この一般化が,最大公約数

を求めるという実用的な目的にとって,従来

のユークリッドの互除法の繰り返しの適用以

上の効果をもっているようには思われないか

らであろう｡逆に,それ自身興味深いという

だけでは知識として生き残るには少し弱いの

かもしれない｡

ユークリッドの互除法の場合は,余りが必

ず除数よりも小さくなるので,最初の2数が

与えられたときに大小の関係を意識してさえ

いれば後は大小関係を気にする必要はない｡

ところが,ここで述べてきたユークリッドの

互除法の一般化の場合には,出てきた余りを

足すという操作をするので,この和が除数よ

りも大きくなってしまうということが起こり

うるのである｡例えば,3つの整数48,34,20
を例にとって考えてみよう｡

α1 α2 α3rl+r2
48342顎電ioj-28342028;

…/…/…/ソ
46/

3
2
2
1
1

図 6:並べ換えが必要な例

この場合には,図6の最初の段の余りの和

rl+r2-28が,その同じ段の整数α3-20よ

りも大きくなってしまっている｡したがって,

2段目において大きい順に並べ換えて(命題

2.2),3段目から新たにユークリッドの互除
法の一般化の原理を適用すればよい｡

さらに,一般化の準備として行った補題2

の証明や幾つかの命題には,その後の定理
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にとって無駄なことも含まれているし,ほと

んど自明に思われる｡しかし,形式的な変形

をしようとしたとき,少なくとも,私自身が

その意味に返 り,変形の前後で同値関係が保

持されているかどうかを確認 した事柄であっ

た｡一方,このような反省によって,今まで

気づかなかった重要な関係を意識することに

なった｡例えば,命題 2.5として定式化 した

関係はその一例であるOこれは,ある意味で,

ユークリッドの互除法の特殊化であるともい

えるし,2数の最大公約数は2数の差の約数

であるとい うきわめて単純な関係をも示唆 し

ている8｡

ユークリッドの互除法は除法であるが,こ

の除法を累差と解釈すれば,命題 2.5の減数

と差の関係は,ユークリッドの互除法におけ

る除数 と余 りの関係に対応 して1､る｡そし

て,命題 2.5はユークリッドの互除法の途中

の段階であり,この段階においても上で述べ

たような同値性が保たれているということで

ある.この関係に気づくことは,証明におい

て必要であっただけではなく,私にとっては,

数に対する感覚がより豊かになっていること

を実感 しうるものであった｡

例えば,この関係に気づいていれば,286

と284の最大公約数は286と284の差である

2の約数であるともみれるし,284と2との

最大公約数と等 しいともみれる｡2の約数は

1と2である｡286と284が偶数であるから,

最大公約数は2であることが一瞬にしてわか

るからである9｡

8ある整数論のテキスト12)では,(a,a)≡(a-a,a)
として表現されているoここで,(a,a)はa,bの最大
公約数を表している｡これは勿論,本稿で述べた命題
2.5と同値であるが,この表現の方が,ここで述べた
差の関係を明確に表現しているといえようO

9別の例 13)として,例えば,520+8と520+3の
最大公約数について考える場合でも,同様に,その差
を考えると5であり,最大公約数の候補は5の約数で
ある1と5に限られるOところが,5で割り切れない
ことは明らかであるから,結局,これらは互いに寮で
あることがわかる｡

このユT-クリッドの互除法の一般化が中学

校における ｢課題学習｣などの生徒たちのた

めの教材として仕立て直すことが可能であも

かどうかはまだ検討 していない｡これは今後

の課額とし,できればゼミの学生や院生,敬

学教育の自主サークルである∑会の先生方

と一緒に考えていきたいと思っているO
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