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0 有理整数環Zのイデアルと剰余環
定義 0.1. Zの部分集合 I が次の条件をみたすとき，I は Zのイデアルであると
いう:

a, b ∈ I =⇒ a+ b ∈ I;
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r ∈ Z, a ∈ I =⇒ ra ∈ I.

命題 0.2. Iを Zのイデアルとすると，∃m ∈ Z, m ≥ 0, I = mZ.

[証明] IをZのイデアルとする．I = {0}ならば，m = 0とおけば，I = mZで
ある．I ⊋ {0}とする．このとき，a ∈ Iならば，−a ∈ Iだから，Iは必ず正の整
数を含む．mを I に含まれる最小の正の整数とする．このとき，任意の a ∈ I に
対して，aをmで割算して，

a = mq + r, q ∈ Z, 0 ≤ r < m

とかく．r = a−mq ∈ Iより，mの最小性から，r = 0でなければならない．した
がって，a = mq ∈ mZとなる．すなわち，I ⊂ mZである．I ⊃ mZは明かであ
るから，I = mZが示された．

定義 0.3. Iを Zのイデアルとする．各 a ∈ Zに対して，Zの部分集合

a+ I = {a+ x |x ∈ I}

を，aによって代表される Iを法とする剰余類という．a+ I = b+ I ⇐⇒ a− b ∈ I

である．Iを法とする剰余類全体からなる集合を Z/Iで表す．すなわち，

Z/I = {a+ I | a ∈ I}.

命題 0.4. Iを環Zのイデアルとする．このとき，Z/Iは自然に環になる．これを
Zの Iによる剰余環という．

[証明] Z/Iに加法，乗法を次のように定義する．a+ I = [a]とかく．

[a] + [b] = [a+ b],

[a][b] = [ab].

これは代表元のとりかたによらず矛盾なく定義される．[0]は Z/I の零元，[1]は
Z/Iの単位元であり，−[a] = [−a],

([a] + [b]) + [c] = [a+ b] + [c] = [(a+ b) + c],

[a] + ([b] + [c]) = [a] + [b+ c] = [a+ (b+ c)].

I = mZ (m ∈ Z, m > 0)として，剰余環 Z/mZを考察する．a ∈ Zによって代
表される剰余類 a+mZを [a]とかくことにする．Z/mZ = {[0], [1],…, [m− 1]}で
ある．[a] = [b]を a ≡ b (mod m)とかく．
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補題 0.5. 少なくとも一方は 0でない整数 a, bに対して，

I = {ax+ by |x, y ∈ Z}

とおけば，IはZのイデアルであり，mを I = mZ となる正の整数とすると (命題
0.2)，mは a, bの最大公約数である．

[証明] I がイデアルであることは明か．a, b ∈ I より，a = ma1, b = mb1,

a1, b1 ∈ Z とかける．よって，mは a, bの公約数である．dを整数 a, bの公約数と
すると，a = da′, b = db′, a′, b′ ∈ Zとかける．一方，m = ax + byとかけるから，
m = d(a′x+ b′y)．すなわち，dはmの約数である．ゆえに，mは a, bの最大公約
数である．

系 0.6. 少なくとも一方は 0でない整数 a, bに対して，mを a, bの最大公約数とす
れば，

ax+ by = m

を満たす x, y ∈ Zが存在する．

系 0.7. pを素数とし，a ∈ Zを pで割り切れないとすれば，

ax+ py = 1

を満たす x, y ∈ Zが存在する．

[証明] pの正の約数は 1と pだけである．aは pで割り切れないから，aと pの
最大公約数は 1である．系 0.6より，ax+py = 1を満たすx, y ∈ Zが存在する．

命題 0.8. Z/pZにおいて，[a] ̸= [0]とすれば，[x] ∈ Z/pZで [a][x] = [1]を満たす
ものが存在する．

上の命題 0.8より，Fp = Z/pZは体である．体 Fpを p個の元からなる有限体と
いう．
次に，Kを任意の体とする (例えば，K = Q)とする．K[X]によって 1変数X

のK の元を係数とする多項式の全体を表す．K[X]は多項式の加法，乗法によっ
て環をなす．この環についても，Zと同様のことが定義され，同様の性質を持つこ
とが示せる．

定義 0.9. K[X]の部分集合 I が次の条件をみたすとき，I はK[X]のイデアルで
あるという:

a, b ∈ I =⇒ a+ b ∈ I;

r ∈ K[X], a ∈ I =⇒ ra ∈ I.
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命題 0.10. IをK[X]のイデアルとすると，∃m ∈ K[X], m ≥ 0, I = mK[X].

[証明] I をK[X]のイデアルとする．I = {0}ならば，m = 0とおけば，I =

mK[X]である．I ⊋ {0}とする．このとき，mを Iに含まれる最小の次数の多項
式とする．このとき，任意の a ∈ I に対して，aをmで割算して，

a = mq + r, q ∈ K[X], r = 0 または deg r < degm

とかく．r = a − mq ∈ I より，mの次数の最小性から，r = 0でなければなら
ない．したがって，a = mq ∈ mK[X]となる．すなわち，I ⊂ mK[X]である．
I ⊃ mK[X]は明かであるから，I = mK[X]が示された．

定義 0.11. IをK[X]のイデアルとする．各 a ∈ K[X]に対して，K[X]の部分集合

a+ I = {a+ h |h ∈ I}

を，aによって代表される Iを法とする剰余類という．a+ I = b+ I ⇐⇒ a− b ∈ I

である．Iを法とする剰余類全体からなる集合をK[X]/Iで表す．すなわち，

K[X]/I = {a+ I | a ∈ I}.

命題 0.12. Iを環K[X]のイデアルとする．このとき，K[X]/Iは自然に環になる．
これをK[X]の Iによる剰余環という．

[証明] K[X]/Iに加法，乗法を次のように定義する．a+ I = [a]とかく．

[a] + [b] = [a+ b],

[a][b] = [ab].

これは代表元のとりかたによらず矛盾なく定義される．[0]はK[X]/Iの零元，[1]

はK[X]/Iの単位元であり，−[a] = [−a],

([a] + [b]) + [c] = [a+ b] + [c] = [(a+ b) + c],

[a] + ([b] + [c]) = [a] + [b+ c] = [a+ (b+ c)].

I = mK[X] (m ∈ K[X], degm > 0)として，剰余環K[X]/mK[X]を考察する．
a ∈ K[X]によって代表される剰余類 a+mK[X]を [a]とかくことにする．

K[X]/mK[X] = {[g] | g ∈ K[X], deg g < degm}

である．[a] = [b]を a ≡ b (mod m)とかく．
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補題 0.13. 少なくとも一方は 0でない a, b ∈ K[X]に対して，

I = {af + bg | f, g ∈ K[X]}

とおけば，IはK[X]のイデアルであり，mを I = mK[X] となる多項式とすると
(命題 0.2)，mは a, bの最大公約多項式である．

[証明] I がイデアルであることは明か．a, b ∈ I より，a = ma1, b = mb1,

a1, b1 ∈ K[X] とかける．よって，mは a, bの公約数である．dを整数 a, bの公約
数とすると，a = da′, b = db′, a′, b′ ∈ K[X]とかける．一方，m = af + bgとかけ
るから，m = d(a′f + b′g)．すなわち，dはmの約数である．ゆえに，mは a, bの
最大公約多項式である．

系 0.14. 少なくとも一方は 0でない多項式 a, bに対して，mを a, bの最大公約多
項式とすれば，

af + bg = m

を満たす f, g ∈ K[X]が存在する．

系 0.15. p ∈ K[X]を既約多項式とし，a ∈ K[X]を pで割り切れない多項式とす
れば，

af + pg = 1

を満たす f, g ∈ K[X]が存在する．

[証明] pを割り切る多項式は0でない定数とpの0でない定数倍だけである．aは
pで割り切れないから，aとpの最大公約多項式は1である．系0.6より，af+pg = 1

を満たす f, g ∈ K[X]が存在する．

命題 0.16. K[X]/pK[X]において，[a] ̸= [0]とすれば，[x] ∈ K[X]/pK[X]で
[a][x] = [1]を満たすものが存在する．

1 ピタゴラス数とガウスの整数環

方程式
x2 + y2 = z2 (1.1)

を満たす自然数 x, y, zをピタゴラス数という．
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x

y
z

例 1.1. 32 + 42 = 52, 52 + 122 = 132, . . . 等バビロニアの時代から知られていた．

一般解を 2次体の整数論を用いて求めてみよう．x = dx1 と y = dy1 ならば，
z2 = d2(x21 + y21)より，z = dz1とかける．よって，はじめから xと yは公約数を
持たないとする．虚数単位 iを用いて，(1.1)の左辺を因数分解する．

(x+ yi)(x− yi) = z2. (1.2)

そこで，
O = {a+ bi | a, b ∈ Z} (⊂ C)

とおく．

命題 1.2. Oは単位元 1を持つ可換環である．

[証明] α = a+ bi, β = c+ di ∈ Oとすると，

α± β = (a+ bi)± (c+ di) = (a± c) + (b± d)i ∈ O,
αβ = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i ∈ O.

1 ∈ O, αβ = βαである．よって，Oは単位元 1を持つ可換環である．2 ∈ Oであ
るが，2α = 1となる α ∈ Oは存在しないから，体ではない．

定義 1.3. α ∈ Oについて，β ∈ Oで αβ = 1となるものが存在するとき，αはO
の可逆元であるという．Oの可逆元全体の集合をO×で表す．O×は乗法に関して
群になる．

命題 1.4. O× = {1,−1, i,−i}であり，これは iによって生成される位数 4の巡回
群である．
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[証明] α = a+ bi, β = c+ di ∈ O, αβ = 1とすると，

1 = |αβ|2 = (αβ)(αβ) = αβᾱβ̄ = αᾱββ̄ = |α|2|β|2 = (a2 + b2)(c2 + d2).

a2 + b2, c2 + d2 ∈ Zは非負であり，その積が 1であるから，a2 + b2 = c2 + d2 = 1．
a, b, c, d ∈ Zより，a = ±1, b = 0または a = 0, b = ±1である．よって，α = ±1ま
たは α = ±iである．そのとき，β = ±1または β = ∓iである．ゆえに，

O× = {1,−1, i,−i} = {im | m = 0, 1, 2, 3}.

次のようなCの部分集合Kを考える．

O ⊂ K = {a+ bi | a, b ∈ Q} ⊂ C.

0 ̸= α = a+ bi ∈ Kならば，

1

α
=

1

a+ bi
=

a− bi

a2 + b2
=

a

a2 + b2
+

(−b)
a2 + b2

i ∈ K

であるから，Kは体である．

定義 1.5. Oの部分集合 aが

∀α, β ∈ aに対して，α + β ∈ a,

∀α ∈ a, ∀γ ∈ Oに対して，γα ∈ a

を満たすとき，aはOのイデアルであるという．

環Oのイデアルについて調べよう．

定理 1.6. Oの任意のイデアルは単項イデアルである．

[証明] {0} ⊊ a ⊂ Oをイデアルとする．0 ̸= α = a+bi ∈ aを |α|2 = αᾱ = a2+b2

が最小になるようにとる．α ∈ aより，任意の γ ∈ Oに対して，γα ∈ aである．
よって，(α) = αO ⊂ aである．逆向きの包含関係を示そう．そのために，任意の

β ∈ aをとる．
β

α
∈ Kより，

β

α
= x+ yi, x, y ∈ Q

とかける．x, yに一番近い整数をそれぞれ c, dとする．

c− 1

2
≤ x < c+

1

2
, d− 1

2
≤ y < d+

1

2
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となるようにすれば，c, dは一意的に定まる．u = x − c, v = y − dとおけば，
x = c+ u, y = d+ v,

|u| ≤ 1

2
, |v| ≤ 1

2

である．よって，γ = c + di ∈ Oとおいて，δ = β + (−γ)αとおけば，δ ∈ aで
あり，

δ = α

(
β

α
− γ

)
= α(u+ vi)

であるから，

|δ|2 = |α(u+ vi)|2 = α(u+ vi)ᾱ(u− iv) = |α|2(u2 + v2)

≤ |α|2
(
1

4
+

1

4

)
=

1

2
|α|2 < |α|2.

|α|2の最小性から，δ = 0でなければならない．ゆえに，β = γα ∈ (α)．これが任
意の β ∈ aについて成り立つから，a ⊂ (α)である．(α) ⊂ aはすでに示されてい
るから，a = (α)を得た．すなわち，aは単項イデアルである．
Oにおける倍数，約数，素数 (既約元)の概念が Zのときと同様に定義できる．

定義 1.7. α, β ∈ Oについて，γ ∈ Oで，α = βγとなるものが存在するとき，α
は βの倍数である，βは αの約数であるといい，β|αとかく．αが約数として，ε
と εα, ε ∈ O× の形のものしか持たないとき，αは既約元であるという．

命題 1.8. α ∈ Oを既約元とすれば，単項イデアル (α) = αOは素イデアルである．

[証明] β, γ ∈ O, βγ ∈ (α)とする．β /∈ (α)とする．a = αO + βOとおけば，
a = (δ)とすれば，α = δα1, α1 ∈ Oである．αは既約元であるから，δ ∈ O×また
は α1 ∈ O×である．しかし，α1 ∈ O×とすると，β ∈ (δ) = (α)となって矛盾す
る．ゆえに，δ ∈ O×である．したがって，αξ + βη = 1となる ξ, η ∈ Oが存在す
る．γ = αγξ + βγη ∈ (α)である．
Zにおける素因数分解の一意性の証明と同様にして，Oにおいて，次のことが
証明される．

定理 1.9. 任意の α ∈ O, α ̸= 0は

α = επa1
1 · · · πar

r ,

の形に表せる．ここで，ε ∈ O×であり，π1, . . . , πrは既約元で，i ̸= jのときは πi
は πjの可逆元倍ではない．さらに，この表し方は積の順序と可逆元倍を除いて一
意的である．すなわち，もし，

α = ε′(π′
1)

b1 · · · (π′
s)

bs ,

が同様の表し方であるとすれば，s = rであり，番号を付け替えれば，π′
1, . . . , π

′
r

はそれぞれ π1, . . . , πrの可逆元倍であり，b1 = a1, . . . , br = arである．
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x, y, zを x2 + y2 = z2を満たす自然数で，整数 x, yは互いに素であるとする．
そのとき，x, yがともに偶数であることはない．
さらに，x, yがともに奇数であることもない．
[証明] もし，x = 2x1 + 1, y = 2y1 + 1, x1, y1 ∈ Zとすると，

z2 = (2x1 + 1)2 + (2y1 + 1)2 = 4(x21 + x1 + y21 + y1) + 2.

よって，z2 を 4で割った余りは 2である．しかし，z = 2z1 ならば，z2 = 4z21 ,

z = 2z1 + 1ならば，z2 = 4(z21 + z1) + 1だから，z2を 4で割った余りは 0か 1で，
2になることはない．これは矛盾である．
以下，xは奇数, yは偶数であるとする．
そのとき，x+ yiと x− yiは互いに素である．
[証明] x+ yi = αβ, x− yi = αγとすると，

2x = α(β + γ), 2y = −iα(β − γ), gcd(x, y) = 1

より，u, v ∈ Zで，xu+ yv = 1となるものが存在する．よって，

2 = 2xu+ 2yv = αδ, δ = u(β + γ)− iv(β − γ)

とかける．α = a+ bi, δ = c+ diとすると，

αδ = (a+ bi)(c+ di) = ac− bd+ (ad+ bc)i

より，ac− bd = 2, ad+ bc = 0,

4 = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2 = (a2 + b2)(c2 + d2).

これから，a2 + b2 = 1, 2または 4である．a2 + b2 = 4ならば，a = ±2, b = 0また
は a = 0, b = ±2であり，α = ±2または±2iである．このとき，x+ yi = ±2βま
たは±2iβ，したがって，x, yともに偶数となって矛盾である．a2 + b2 = 2ならば，
a = ±1, b = ±1であり，α = 1± iとしてよい．β = s+ tiとおけば，

x+ yi = (1± i)β = (1± i)(s+ ti) = s∓ t+ (t± s)i.

よって，x = s ∓ t, y = t ± s, x − y = (s − t) − (t + s) = −2tまたは x − y =

(s+ t)− (t− s) = 2sとなって，いずれも x− yは偶数である．これは，xが奇数,

yが偶数であることに矛盾する．
等式 (1.2)の両辺を既約元の積にかけば，定理 1.9より，α = a+bi ∈ Oと ε ∈ O×

で，
x+ iy = εα2 = ε((a2 − b2) + i(2ab)),

となるものが存在する．ε = ±1,±iであり，xは奇数としたから，ε = ±1であり，{
x = a2 − b2,

y = 2ab,

{
x = b2 − a2,

y = −2ab
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となる．ここで，x, y > 0, a, b > 0とすれば，

x = a2 − b2, y = 2ab, z = a2 + b2

となり，a > bであり，x = a2 − b2 > 0が奇数であることから，a, bはどちらか一
方だけが奇数である．

a b x y z

2 1 3 4 5

3 2 5 12 13

4 1 15 8 17

4 3 7 24 25

5 2 21 20 29

5 4 9 40 41

2 フェルマー予想
350年以上の間，未解決であったフェルマー予想は，1994年にワイルズによって
証明された．

定理 2.1. nを 3以上の整数とするとき，

xn + yn = zn (2.1)

を満たす自然数 x, y, zは存在しない．

2.1 n = 4の場合の証明

定理 2.2.

x4 + y4 = z2

を満たす自然数 x, y, zは存在しない．したがって，

x4 + y4 = z4

を満たす自然数 x, y, zは存在しない．

[証明] もし，このような自然数の組 (x, y, z)が存在するとすれば，それらの中
で，zが最小になるようなものがとれる．そのとき，xと yは互いに素である．実
際，dを x, yの最大公約数として，x = dx1, y = dy1, x1, y1は自然数，x1と y1は
互いに素，とかけば，

z2 = x4 + y4 = d41(x
4
1 + y41),

( z
d2

)2
= x41 + y41.
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したがって，
( z
d2

)2
は自然数であり，

z

d2
= z1も自然数である．そのとき，

x41 + y41 = z21

であるから，d > 1ならば，z1 < z = dz1となって，zが最小であることに矛盾す
る．ゆえに，d = 1である．

(x2)2 + (y2)2 = z2

であり，x2と y2は互いに素である．前節の結果によって，x, yの一方は奇数で，
もう一方は偶数であり，xを奇数とすれば，互いに素な自然数 a, bで，a > b, a, b

の一方だけが奇数で，

x2 = a2 − b2, y2 = 2ab, z = a2 + b2

となるものが存在する．このとき，

x2 + b2 = a2

であり，aと bが互いに素であるから，xと bも互いに素である．したがって，上と
同じ議論によって，xと bの一方だけが奇数であるが，xを奇数としているので，b
は偶数である．よって，互いに素な自然数 s, tで，s > t, s, tの一方だけが奇数で，

x = s2 − t2, b = 2st, a = s2 + t2

となるものが存在する．y2 = 2abより，

y2 = 2ab = 4st(s2 + t2).

y = 2y0とかけば，
y20 = st(s2 + t2)

である．ここで，sと tは互いに素であるから，s, t, s2+ t2のどの 2つも互いに素で
あることがわかる．それらの積が平方数であるから，素因数分解を考えれば，s, t,
s2+ t2はそれぞれ平方数でなければならない．よって，s = x21, t = y21, s

2+ t2 = z21
となる自然数 x1, y1, z1が存在する．そのとき，

x41 + y41 = z21

であるが，
z1 ≤ z21 = s2 + t2 = a < a2 + b2 = z

であるから，zが最小であることに矛盾する．
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2.2 n = 3の場合の証明

ω =
−1 +

√
−3

2
とおけば，ω2 + ω + 1 = 0, ω3 = 1である．このとき，

O = Z[ω] = {a+ bω | a, b ∈ Z} ⊂ C

とおけば，命題 1.2と同様に，次が成り立つ．

命題 2.3. Oは単位元 1を持つ可換環である．

[証明] α = a+ bω, β = c+ dω ∈ Oとすると，

α± β = (a+ bω)± (c+ dω) = (a± c) + (b± d)ω ∈ O,
αβ = (a+ bω)(c+ dω) = ac+ (ad+ bc)ω + bdω2

= ac+ (ad+ bc)ω + bd(−ω − 1)

= ac− bd+ (ad+ bc− bd)ω ∈ O.

1 ∈ O, αβ = βαである．よって，Oは単位元 1を持つ可換環である．

命題 2.4. O× = {1,−1, ω,−ω, ω2,−ω2}であり，これは−ωによって生成される
位数 6の巡回群である．

[証明] α = a+ bω, β = c+ dω ∈ O, αβ = 1とすると，

1 = |αβ|2 = (αβ)(αβ) = αβᾱβ̄ = αᾱββ̄ = |α|2|β|2.

ここで，ω̄ =
−1−

√
−3

2
= −1− ω = ω2であるから，

|α|2 = (a+ bω)(a+ bω̄) = (a+ bω)(a+ bω2) = a2 − ab+ b2

である．同様に，|β|2 = c2 − cd+ d2である．よって，

(a2 − ab+ b2)(c2 − cd+ d2) = 1.

a2−ab+ b2, c2− cd+d2 ∈ Zは非負であり，その積が 1であるから，a2−ab+ b2 =

c2 − cd+ d2 = 1．

a2 − ab+ b2 =

(
a− 1

2
b

)2

+
3

4
b2 = 1

a, b ∈ Zより，|b| ≤ 1である．b = 0のとき，a = ±1であり，b = ±1のとき，

a2 ∓ a+ 1 = 1, a(a∓ 1) = 0, a = 0,±1.

a = ±1, b = 0または a = 0, b = ±1である．よって，α = ±1, = ±ω, または
±(1 + ω) = ∓ω2である．そのとき，β = ±1, ±ω2，または∓ωである．ゆえに，

O× = {1,−1, ω,−ω, ω2,−ω2} = {(−ω)k | 0 ≤ k ≤ 5}.
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次のようなCの部分集合Kを考える．

O ⊂ K = {a+ bω | a, b ∈ Q} ⊂ C.

0 ̸= α = a+ bω ∈ Kならば，

1

α
=

1

a+ bω
=

a+ bω2

a2 − ab+ b2
=

a− b

a2 − ab+ b2
+

(−b)
a2 − ab+ b2

ω ∈ K

であるから，Kは体である．

定理 2.5. Oの任意のイデアルは単項イデアルである．

[証明] {0} ⊊ a ⊂ Oをイデアルとする．0 ̸= α = a + bω ∈ aを |α|2 = αᾱ =

a2−ab+ b2が最小になるようにとる．α ∈ aより，任意の γ ∈ Oに対して，γα ∈ a

である．よって，(α) = αO ⊂ aである．逆向きの包含関係を示そう．そのために，

任意の β ∈ aをとる．
β

α
∈ Kより，

β

α
= x+ yω, x, y ∈ Q

とかける．x, yに一番近い整数をそれぞれ c, dとする．

c− 1

2
≤ x < c+

1

2
, d− 1

2
≤ y < d+

1

2

となるようにすれば，c, dは一意的に定まる．u = x − c, v = y − dとおけば，
x = c+ u, y = d+ v,

|u| ≤ 1

2
, |v| ≤ 1

2

である．よって，γ = c + dω ∈ Oとおいて，δ = β + (−γ)αとおけば，δ ∈ aで
あり，

δ = α

(
β

α
− γ

)
= α(u+ vω)

であるから，

|δ|2 = |α(u+ vω)|2 = α(u+ vω)ᾱ(u+ vω2) = |α|2(u2 − uv + v2)

≤ |α|2
(
1

4
+

1

4
+

1

4

)
=

3

4
|α|2 < |α|2.

|α|2の最小性から，δ = 0でなければならない．ゆえに，β = γα ∈ (α)．これが任
意の β ∈ aについて成り立つから，a ⊂ (α)である．(α) ⊂ aはすでに示されてい
るから，a = (α)を得た．すなわち，aは単項イデアルである．
この環Oについても，定理 1.9が成り立つ．
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補題 2.6. p = (1− ω) = (1− ω2)はOは素イデアルであり，p2 = 3Oである．

[証明]

(1− ω2)O = (1− ω)(1 + ω)O = (1− ω)(−ω2)O = (1− ω)O.

α, β ∈ O, 1− ω = αβとすれば，

3 = |1− ω|2 = |α|2|β|2.

よって，正整数 |α|2, |β|2の一方は 3で，他方は 1である．α ∈ O×または β ∈ O×

である．すなわち，1− ωは既約元であり，命題 1.8より，p = (1− ω)は素イデア
ルである．p2 = (1− ω)(1− ω)O = (1− ω)(1− ω2)O = 3Oである．

補題 2.7. α ∈ O, α /∈ 2Oならば，α3 ≡ 1 (mod 2O)である．

[証明] α = a+ bωとすると，a ≡ 0, 1 (mod 2), b ≡ 0, 1 (mod 2)より，α /∈ 2O
は mod 2Oで，1, ω, 1+ω = −ω2と合同である．よって，α3は mod 2Oで，13 = 1,

ω3 = 1, (−ω)3 = −1と合同である．−1 ≡ 1 (mod 2O)であるから，補題が証明さ
れた．
これらのことを使って，フェルマー予想の n = 3の場合が証明される．

定理 2.8.

x3 + y3 = z3, xyz ̸= 0

を満たす整数 x, y, zは存在しない．

[証明] n = 3に対するフェルーマーの方程式

x3 + y3 = z3

の整数解 x, y, zで，xyz ̸= 0となるものが存在したとする．max(|x|, |y|, |z|)が最
小のものをとる．そのとき，x, y, zのどの 2つも互いに素である．x, y, zすべて
奇数となることはないから，x, y, zのうち偶数は 1つで，奇数は 2つである．x, y
が奇数であり，zが偶数であるとしてよい．Oにおいて，

(x+ y)(x+ yω)(x+ yω2) = z3 (2.2)

と表せる．実際，

(x+ y)(x+ yω)(x+ yω2) = (x+ y)(x2 + (ω2 + ω)xy + ω3y2)

= (x+ y)(x2 − xy + y2) = x3 + y3.

zが 3で割り切れないとき．Oの元 x+ y, x+ yω, x+ yω2は 2つずつ互いに素で
ある．実際，もし，既約元 αが x+ yと x+ yωを割り切ったとすると，差をとっ
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て，y(1− ω)は αで割り切れる．よって，yまたは 1− ωは αで割り切れる．yが
αで割り切れるとき，x = (x + y) − yも αで割り切れる．これは，xと yが互い
に素であることに矛盾する．1− ωが αで割り切れるとすると，1− ωは既約元で
あるから，α = (1− ω)ξ, ξ ∈ O× である．そのとき，z3は (α)2 = 3Oで割り切れ
る．これは zが 3で割り切れないことに矛盾する．よって，x+ yと x+ yωは互い
に素である．同様にして，x + yと x + yω2, x + yωと x + yω2も互いに素である
ことがわかる．等式 (2.2)の両辺を既約元の積に分解して，定理 1.9を適用すれば，
x+ y = uβ3, u ∈ O×, β ∈ O, x+ yω = vα3, v ∈ O×, α ∈ O とかける．このとき，

(x+ y)2 = |uβ3|2 = |u|2(|β|2)3 = (|β|2)3.

左辺は平方数であり，右辺は立方数であるから，これは 6乗数であり，x+ y = c3,

c ∈ Zとかける．また，x, y は奇数であるから，x + yω /∈ 2Oである．よって，
α /∈ 2Oであり，補題 2.7より，α3 ≡ 1 (mod 2O)である．

1 + ω ≡ x+ yω ≡ v (mod 2O),

よって，v = ±ω2であり，x+ yω = ±ω2α3である．必要なら，αをあらためて−α
とかけば，x+ yω = −ω2α3である．この複素共役をとれば，ω̄ = ω2であるから，
x+ yω2 = −ωᾱ3である．±α = a+ bω, a, b ∈ Zとかけば，

α3 = (a+ bω)3 = a3 + 3a2bω + 3ab2ω2 + b3 = a3 + b3 − 3ab2 + (3a2b− 3ab2)ω,

x+ yω = −(a3 + b3 − 3ab2)ω2 − (3a2b− 3ab2)

= −(a3 + b3 − 3ab2)(−1− ω)− (3a2b− 3ab2)

= a3 + b3 − 3a2b+ (a3 + b3 − 3ab2)ω.

よって，x = a3 + b3 − 3a2b, y = a3 + b3 − 3ab2である．したがって，

x+ y = 2a3 + 2b3 − 3a2b− 3ab2 = 2(a+ b)(a2 − ab+ b2)− 3ab(a+ b)

= (a+ b)(2a2 − 2ab+ 2b2 − 3ab) = (a+ b)(2a2 − 5ab+ 2b2)

= (a+ b)(2a− b)(a− 2b).

x+ y = c3であったから，

(a+ b)(2a− b)(a− 2b) = c3 (2.3)

を得る．このとき，a ̸= 0, b ̸= 0がわかる．aと bが公約数 d > 1を持てば，x, y
も dで割り切れてしまい，xと yが互いに素であることに矛盾する．よって，aと
bは互いに素である．

(a+ b) + (2a− b) = 3a, 2(a+ b)− (2a− b) = 3b

15



より，a+ bと 2a− bが公約数 d > 1を持てば，dは 3aと 3bを割り切る．よって，
d = 3となるが，そのとき，x+y = c3がd = 3で割り切れ，z3 = (x+y)(x2−xy+y2)
も 3で割り切れるが，zは 3で割り切れないとしているので，矛盾である．ゆえに，
a+ bと 2a− bは互いに素である．

2(a+ b) + (a− 2b) = 3a, (a+ b)− (a− 2b) = 3b,

2(2a− b)− (a− 2b) = 3a, (2a− b)− 2(a− 2b) = 3b,

であるから，a+ bと a− 2bは互いに素であり，2a− bと a− 2bも互いに素である．
等式 (2.3)の両辺の素因数分解を考えれば，a + b = x31, 2a − b = z31 , a − 2b = y31,

x1, y1, z1 ∈ Zが存在する．c ̸= 0より，x1y1z1 ̸= 0であり，

x31 + y31 = (a+ b) + (a− 2b) = 2a− b = z31

である．ここで，max(|x1|, |y1|, |z1) < max(|x|, |y|, |z|)であることを示せば，max(|x|, |y|, |z|)
が最小であることに矛盾する．x31y

3
1z

3
1 = c3,x1y1z1 = cである．min(|x1|, |y1|, |z1|) =

1となることはない．実際，例えば，z1 = 1とすると，x31 + y31 = 1となるが，そ
のとき，x1 + yω ∈ O×, (x1, y1) = ±(1, 0),±(0, 1),±(1, 1)である．x1y1 ̸= 0より，
(x1, y1) = ±(1, 1)であるが，これは x31 + y31 = ±2となって矛盾である．他の場合
も同様である．よって，min(|x1|, |y1|, |z1|) ≥ 2である．したがって，

|c| = |x1||y1||z1| ≥ max(|x1|, |y1|, |z1|)min(|x1|, |y1|, |z1|)2 ≥ 4max(|x1|, |y1|, |z1|),

max(|x1|, |y1|, |z1|) ≤
1

4
|c| < 1

4
|c|3 = 1

4
|x+ y| ≤ 1

4
(|x|+ |y|)

≤ 1

2
max(|x|, |y|, |z|) < max(|x|, |y|, |z|).

zが 3で割り切れるとき．p = (1− ω)Oとおく．p2 = 3Oである．zは pで割り
切れるから，

(x+ y)(x+ yω)(x+ yω2) = z3

と
x+ yω ≡ x+ yω2 ≡ x+ y (mod p)

より，x+ y, x+ yω, x+ yω2はすべて pに属する．もし，x+ yω ∈ 3O = p2なら
ば，x, yともに 3で割り切れ，xと yが互いに素であることに矛盾する．よって，
x + yω /∈ p2である．同様に，x + yω2 /∈ p2である．z ∈ 3O = p2であるから，
x+ y ∈ 3nZ, x+ y /∈ 3n+1Z, z ∈ 3mZ, z /∈ 3m+1Zとすれば，

2n+ 1 + 1 = 6m ≥ 6,

n ≥ 2である．よって，

x+ y = 9r, x+ yω = (1− ω)ξ, x+ yω̄ = (1− ω̄)ξ̄,
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r ∈ Z, ξ ∈ Oとかける．ω̄ = ω2である．このとき，27r|ξ|2 = z3,

rξξ̄ =
(z
3

)3
(2.4)

である．r, ξ, ξ̄のどの 2つも互いに素であるから，等式 (2.4)の両辺を既約元の積に
分解して，定理 1.9を適用すれば，r = c3, c ∈ Z, ξ = vα3, v ∈ O×, α ∈ O とかけ
る．x+y = 9c3, x+yω = (1−ω)vα3である．x, yは奇数であるから，x+yω /∈ 2O
である．よって，α /∈ 2Oであり，補題 2.7より，α3 ≡ 1 (mod 2O)である．した
がって，

1 + ω ≡ x+ yω ≡ (1− ω)vα3 ≡ (1− ω)v ≡ (1 + ω)v (mod 2O).

1 + ω = −ω2であるから，両辺に−ωをかければ，1 ≡ v (mod 2O), v = ±1であ
る．±α = a+ bω, a, b ∈ Zとかけば，

x+ yω = (1− ω)(a+ bω)3 = (a3 + b3 + 3a2b− 6ab2)− (a3 + b3 − 6a2b+ 3ab2)ω,

x = a3 + b3 + 3a2b− 6ab2, y = −a3 − b3 + 6a2b− 3ab2.

したがって，
9c3 = x+ y = 9a2b− 9ab2 = 9ab(a− b),

ab(a− b) = c3 (2.5)

を得る．このとき，z ̸= 0より， c ̸= 0, a ̸= 0, b ̸= 0, a ̸= bがわかる．aと bが公約
数 d > 1を持てば，x, yも dで割り切れてしまい，xと yが互いに素であることに
矛盾する．よって，aと bは互いに素である．よって，aと a−b，bと a−bも互いに
素である．等式 (2.5)の両辺の素因数分解を考えれば，a = z31 , b = x31, a− b = y31,

x1, y1, z1 ∈ Zが存在する．x1y1z1 ̸= 0であり，

x31 + y31 = b+ a− b = a = z31 .

x31y
3
1z

3
1 = c3,x1y1z1 = cである．したがって，

|c| = |x1||y1||z1| ≥ max(|x1|, |y1|, |z1|)min(|x1|, |y1|, |z1|)2 ≥ max(|x1|, |y1|, |z1|),

max(|x1|, |y1|, |z1|) ≤ |c| ≤ |c|3 = 1

9
|x+ y| ≤ 1

9
(|x|+ |y|)

≤ 2

9
max(|x|, |y|, |z|) < max(|x|, |y|, |z|).

以上によって，定理が証明された．
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3 代数的整数
定義 3.1. 複素数 αが代数的数であるとは，ある多項式 f(X) ∈ Q[X]，deg f ≥ 1

があって，f(α) = 0となることである．代数的数の全体を Q̄とかく．

定義 3.2. 複素数 αが代数的整数であるとは，あるモニック多項式 (最高次の係数
が 1の多項式)

f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an ∈ Z[X], n ≥ 1

があって，f(α) = 0となることである．代数的整数の全体を Z̄とかく．

命題 3.3. Q ∩ Z̄ = Z.

[証明] Z ⊂ Q ∩ Z̄は明か．γ ∈ Q ∩ Z̄とする．γ = c/d，c, d ∈ Z，d ≥ 1，
gcd(c, d) = 1とする．γ ∈ Z̄より，多項式

f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an ∈ Z[X], n ≥ 1

があって，f(γ) = 0となる．すなわち，( c
d

)n
+ a1

( c
d

)n−1

+ · · ·+ an = 0.

分母を払って，
cn = −d(a1cn−1 + · · ·+ and

n−1).

これから，d|cn．もし d > 1ならば，p|dなる素数 pをとれば，p|cn，したがって，
p|cとなり，(c, d) = 1に矛盾する．ゆえに d = 1，すなわち，γ ∈ Zでなければな
らない．

命題 3.4. α ∈ Q̄に対して，ある自然数 aがとれて，aα ∈ Z̄になる．

[証明] αは

αn + a1α
n−1 + · · ·+ an = 0 (ai ∈ Q, n ≥ 1)

をみたすとする．係数 aiの分母の最小公倍数をかけて，

b0α
n + b1α

n−1 + · · ·+ bn = 0 (bi ∈ Z, b0 > 0).

さらに，bn−1
0 をかければ，

(b0α)
n + b1(b0α)

n−1 + · · ·+ bn−1
0 bn = 0.

これは b0α ∈ Z̄を示している．
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補題 3.5. γ1, . . . , γmを少なくとも一つは 0でない複素数とし，

M =

{
m∑
i=1

ciγi

∣∣∣∣∣ ci ∈ Z

}
とおく．このとき，複素数 αが αM ⊂M を満たせば，α ∈ Z̄である．

[証明] 仮定から

αγi =
m∑
j=1

aijγj, aij ∈ Z.

A = (aij)とおけば，

α

 γ1
...

γm

 = A

 γ1
...

γm

 .

これは，αが整数成分のm次行列Aの固有値であることを示している．したがっ
て，αはAの固有多項式の根であり，固有多項式はm次，整数係数，最高次の係
数は 1である．

命題 3.6. Z̄はCの部分環である．Z̄を代数的整数環という．

[証明] α, β ∈ Z̄とする．

αn + a1α
n−1 + · · ·+ an = 0, ai ∈ Z,

βm + b1β
n−1 + · · ·+ bm = 0, bj ∈ Z

とする．

M =

{ ∑
0≤i≤n−1,0≤j≤m−1

cijα
iβj

∣∣∣∣∣ cij ∈ Z

}
とおく．αM ⊂M，βM ⊂M が容易にわかる．これから，

(α± β)M ⊂ αM + βM ⊂M +M ⊂M，

αβM = α(βM) ⊂ αM ⊂M

となる．補題 3.5によって，α± β, αβ ∈ Z̄を得る．

補題 3.7. QZ̄ ⊂ Q̄.

[証明] α ∈ Z̄，r ∈ Q，r ̸= 0 とする．

αn + a1α
n−1 + · · ·+ an = 0

とする．β = rαとおくと，α = β/rだから，

(β/r)n + a1(β/r)
n−1 + · · ·+ an = 0,

(β)n + a1r(β)
n−1 + · · ·+ anr

n = 0.

したがって，β = rα ∈ Q̄である．
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命題 3.8. Q̄はCの部分体である．Q̄を代数的数体という．

[証明] α, β ∈ Q̄をとる．命題 3.4により，自然数 a, bで aα, bβ ∈ Z̄となる
ものをとれる．Z ⊂ Z̄かつ，Z̄は環だから abα = b(aα) ∈ Z̄である．同様に，
abβ = a(bβ) ∈ Z̄．したがって，

ab(α± β) = abα± abβ ∈ Z̄.

補題 3.7により

α± β =
1

ab
ab(α± β) ∈ Q̄.

また，ab(αβ) = (aα)(bβ) ∈ Z̄だから，

αβ =
1

ab
ab(αβ) ∈ Q̄.

最後に，α ∈ Q̄，α ̸= 0ならば，αの満たす有理数係数の方程式

a0α
n + a1α

n−1 + · · ·+ an = 0, (a0 ̸= 0, an ̸= 0)

の両辺に α−nをかけて

a0 + a1(α
−1) + · · ·+ an(α

−1)n = 0, (a0 ̸= 0, an ̸= 0)

を得るから，α−1 ∈ Q̄である．

練習問題 3.1. αを 3次方程式 x3 − x− 1 = 0の一つの根とする．このとき，γ1 =
1, γ2 = α, γ3 = α2，

M = {c1γ1 + c2γ2 + c3γ3 | ci ∈ Z}

とおけば，γ3M ⊂M であることを証明せよ．さらに，γ3 = α2の満たす整数係数
の方程式を求めよ．

4 代数体

4.1 2次体

定義 4.1. Q ⊂ k ⊂ Q̄を満たす体 kで，Q上のベクトル空間として有限次元であ
るようなものを，有限次代数体という．以下，有限次代数体のことを単に代数体
ということにする．dimQ k = [k : Q]とかき，これを代数体 kのQ上の次数とい
う．[k : Q] = nのとき，kは n次体であるという．

命題 4.2. m ̸= 0, 1を平方因数を持たない整数とする．このとき，

k = Q(
√
m) = {a+ b

√
m | a, b ∈ Q}

とおけば，kは 2次体である．逆に，すべての 2次体はこのようにして得られる．
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[証明] Q ⊂ kは明らか．α = a+ b
√
m, a, b ∈ Qとおけば，

(α− a)2 = b2m, α2 − 2aα+ a2 − b2m = 0.

したがって，α ∈ Q̄, k ⊂ Q̄である．kが環であることはあきらか．a + b
√
m =

0 ⇐⇒ a = b = 0だから，α = a+ b
√
m ̸= 0のとき，α′ = a− b

√
m ̸= 0. したがっ

て，r = αα′ = a2 −mb2 ̸= 0である．ゆえに，

1

α
=
α′

r
=

a

a2 −mb2
− b

a2 −mb2
√
m ∈ k.

すなわち，kは体である．dimQ k = 2も明らかであるから，kは 2次体である．
逆に，kを 2次体とする．α ∈ k, α /∈ Qをとる．そのとき，1, αはQ上 1次独立
である．また，dimQ k = 2であるから，1, α, α2はQ上 1次従属である．よって，
r, s ∈ Qが存在して，α2 + rα + s = 0である．α /∈ Qより，D = r2 − 4sとけば，
Dは有理数の平方ではない．したがって，D = t2m, m ∈ Z, m ̸= 0, 1は平方因数
を持たない，t ∈ Q×とかける．そのとき，α = (−a± t

√
m)/2 ∈ Q(

√
m)であり，

k ⊂ Q(
√
m)である．2 = dimQ k ≤ dimQ Q(

√
m) = 2より，k = Q(

√
m)．

定義 4.3. k = Q(
√
m)を 2次体とする．α = a+b

√
m ∈ kに対して，α′ = a−b

√
m

を αの共役という．α, β ∈ kとすると，

(α + β)′ = α′ + β′, (αβ)′ = α′β′ (4.1)

が成り立つ．共役を用いて，

Trk/Q(α) = α + α′ = 2a,

Nk/Q(α) = αα′ = a2 − b2m

とおく．Trk/Q(α), Nk/Q(α)は有理数である．写像Trk/Q : k −→ Q, Nk/Q : k −→ Q
をそれぞれ kのトレース，ノルムという．明らかに，トレースは kからQへのQ-

線形写像であり，ノルムの k×への制限は，乗法群 k×から乗法群Q×への準同型
である．

定義 4.4. 代数体 kに対して，Ok = k ∩ Z̄とおけば，Z ⊂ Ok ⊂ Z̄であり，Okは
Z̄の部分環である．Okを kの整数環という．

補題 4.5. k = Q(
√
m)を 2次体とする．ここで，m ̸= 0, 1は平方因数を持たない

整数とする．α ∈ kについて，

α ∈ Ok ⇐⇒ Trk/Q(α) ∈ Z, Nk/Q(α) ∈ Z

が成り立つ．
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[証明] Trk/Q(α) ∈ Z, Nk/Q(α) ∈ Z とすると，αは

X2 − Trk/Q(α)X +Nk/Q(α) = 0

の根であるから，α ∈ k ∩ Z̄ = Okである．逆に，α ∈ Okとし，

αn + a1α
n−1 + · · ·+ an = 0 ai ∈ Z

とする．そのとき，等式 (4.1)より，

0 = (αn + a1α
n−1 + · · ·+ an)

′

= (αn)′ + (a1α
n−1)′ + · · ·+ (an)

′

= (α′)n + a1(α
′)n−1 + · · ·+ an

したがって，α′ ∈ Z̄である．命題 3.6より，α+α′ ∈ Z̄∩Q = Z, αα′ ∈ Z̄∩Q = Z
である．

命題 4.6. k = Q(
√
m)を 2次体とする．ただし，m ̸= 0, 1は平方因数を持たない

整数とする．そのとき，Ok = {a+ bω | a, b ∈ Z}である．ここで，

ω =


1 +

√
m

2
, m ≡ 1 (mod 4),

√
m, m ≡ 2, 3 (mod 4).

[証明]
√
mはX2 −m = 0の根であるから，

√
m ∈ k ∩ Z̄ = Okである．また，

m ≡ 1 (mod 4)ならば，ω = (1 +
√
m)/2は，X2 −X + (1−m)/4 = 0の根であ

り，これはZ-係数であるから，ω ∈ k ∩ Z̄ = Okである．したがって，いずれの場
合も，ω ∈ Okであり，Okは環であるから，a+ bω ∈ Ok, a, b ∈ Zである．
α = x + y

√
m, x, y ∈ Qとおく．α ∈ Okとすると，補題 4.5より，Trk/Q(α) =

2x ∈ Z, Nk/Q(α) = x2 −my2 ∈ Zである．2x = x1 ∈ Zとおく．4x2 − 4my2 ∈ 4Z
より，x21 −m(2y)2 ∈ Z, したがって，2y = y1とおけば，my21 ∈ Zである．mは平

方因数を持たないから，y1 ∈ Zを得る．よって，α =
x1 + y1

√
m

2
, x1, y1 ∈ Zとか

ける．そのとき，Trk/Q(α) = x1 ∈ Zであるから，Nk/Q(α) =
x21 −my21

4
∈ Z, すな

わち，
x21 −my21 ≡ 0 (mod 4) (4.2)

ならば，α ∈ Ok である．m ≡ 1 (mod 4)のとき，合同式 (4.2)は，x21 − y21 ≡ 0

(mod 4)になり，これは，x1 ≡ y1 (mod 2)と同値である．y1 = b, x1 = b + 2a,

a, b ∈ Zとかけば，α =
b+ 2a+ b

√
m

2
= a+bωである．m ≡ 2 (mod 4)のとき，合

同式 (4.2)は，x21−2y21 ≡ 0 (mod 4)になり，これから，x1は偶数，したがって，y1
も偶数がわかる．m ≡ 3 (mod 4)のとき，合同式 (4.2)は，x21 − 3y21 ≡ 0 (mod 4),

x21 + y21 ≡ 0 (mod 4)になり，これから，x1, y1 ともに偶数がわかる．x1 = 2a,

y1 = 2b, a, b ∈ Zとかけば，α = a+ b
√
m = a+ bωである．

Okの Z上の基底 1, ωを kの整数底という．
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4.2 原始元の存在

定義 4.7. α ∈ Q̄とするとき，αを含む最小の代数体を Q(α)で表す．αを根と
する Q係数のモニック多項式で次数が最小のものを αの Q上の最小多項式とい
う．α1, . . . , αn ∈ Q̄とするとき，α1, . . . , αnを含む最小の代数体を Q(α1, . . . , αn)

で表す．

命題 4.8. α ∈ Q̄, f(X)をαのQ上の最小多項式とすると，f(X)はQ上既約であ
り，重根を持たない．

[証明] n = deg f(X)とする．f(X) = g(X)h(X), g(X), h(X) ∈ Q[X]はモニッ
クとすれば，

0 = f(α) = g(α)h(α)

より，g(α) = 0または h(α) = 0である．f(X)は f(α) = 0となるQ[X]の元で次
数が最小のものであるから，g(X) = f(X)または h(X) = f(X)である．ゆえに，
f(X)は既約である．f ′(X)は n − 1次多項式だからQ上既約な n次多項式 f(X)

で割り切れない．よって，系 0.15より，

a(X)f(X) + b(X)f ′(X) = 1

となる a(X), b(X) ∈ Q[X]が存在する．したがって，f(X)と f ′(X)は共通の根を
持たない．ゆえに，f(X)は重根を持たない．

命題 4.9. α ∈ Q̄, f(X)を αのQ上の最小多項式，n = deg f(X)とすれば，f(X)

は Q上既約であり，Q(α) ∼= Q[X]/f(X)Q[X], [Q(α) : Q] = nである．また，
1, α, . . . , αn−1はQ(α)のQ上の基底である．

[証明] αとQを含む Q̄の最小の部分環をQ[α]とする．写像φ : Q[X] −→ Q[α]

を
φ(g(X)) = g(α), g(X) ∈ Q[X]

によって定義すれば，φは環の全射準同型である．kerφはQ[X]のイデアルであ
る．命題 0.10より，f0(X) ∈ Q[X]が存在して，kerφ = f0(X)Q[X]であるが，こ
の f0(X)はモニックとしてよく，そのとき，f0(X)はαのQ上の最小多項式 f(X)

に等しい．準同型定理によって，

Q[X]/f(X)Q[X] ∼= Q[α]

である．β ∈ Q[α], β ̸= 0とすると，β = g(α), g(X) ∈ Q[X], g(X) /∈ kerφ =

f(X)Q[X]とかける．系 0.15より，

a(X)f(X) + b(X)g(X) = 1
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となる a(X), b(X) ∈ Q[X]が存在する．これに，x = αを代入すれば，

b(α)g(α) = 1.

ゆえに，β ∈ (Q[α])×であり，Q[α]は体である．よって，Q[α] = Q(α)である．ま
た，任意の β = g(α) ∈ Q[α]は，g(X) = f(X)q(X) + r(X), q(X), r(X) ∈ Q[X],

r(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1, c0, c1, . . . , cn−1 ∈ Q

とかけば，β = r(α) = c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1である．また，

c0 + c1α+ · · ·+ cn−1α
n−1 = 0

となるのは，r(X) ∈ kerφ = f(X)Q[X]のときであるから，deg r(X) < nより，
r(X) = 0, c0 = c1 = · · · = cn−1 = 0のときである．ゆえに，1, α, . . . , αn−1はQ(α)

のQ上の基底であり，[Q(α) : Q] = dimQ Q(α) = nである．

補題 4.10. α, β ∈ Q̄とすると，γ ∈ Q(α, β)でQ(γ) = Q(α, β)となるものが存在
する．

[証明] f(X)を αのQ上の最小多項式，g(X)を βのQ上の最小多項式とする．
命題 4.8より，f(X), g(X)は重根を持たない．f(X)の根を α1(= α), α2, . . . , αr,

g(X)の根を β1(= β), β2, . . . , βsとする．未知数 tの (r − 1)s個の 1次方程式

tαi + βj = tα+ β (1 < i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s)

の根は高々(r − 1)s個であるから，c ∈ Qを

cαi + βj ̸= cα+ β (1 < i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s)

を満たすようにとれる．そのとき，γ = cα + β とおけば，Q(γ) ⊂ Q(α, β)で
ある．逆向きの包含関係を示す．h(X) = g(γ − cX)とおく．c ̸= 0であるから，
deg h(X) = deg g(X) = sである．h(X) ∈ Q(γ)[X]であり，

h(α) = g(γ − cα) = g(β) = 0

である．f(X)と h(X)は共通の根 αを持つ．もし，αi, i > 1が h(X)の根である
とすると，

h(αi) = g(γ − cαi) = 0

より，ある 1 ≤ j ≤ sについて γ− cαi = βjが成り立つ．しかし，これは cα+ β =

cαi + βjとなって，cのとり方に矛盾する．ゆえに，f(X)と h(X)は共通の根αだ
けである．f(X)と h(X)の Q(γ)[X]における最大公約因子をm(X), m(X)はモ
ニックとすれば，系 0.14より，

a(X)f(X) + b(X)h(X) = m(X)

24



となる a(X), b(X) ∈ Q(γ)[X]が存在する．m(X) ∈ Q(γ)[X]は f(X), h(X)を割り
切るから，m(X)の根は f(X)とh(X)は共通の根αだけである．ゆえに，m(X)は
1次であり，m(X) = X−αである．よって，α ∈ Q(γ)である．β = γ−cα ∈ Q(γ)

であるから，Q(α, β) ⊂ Q(γ)である．したがって，Q(α, β) = Q(γ)である．

定理 4.11. kを代数体とすれば，θ ∈ kが存在して，k = Q(θ)である．

[証明] n = [k : Q]とおく．α1, . . . , αnを kのQ上の基底とすると，

k = Q(α1, . . . , αn)

である．補題 4.10より，Q(α1, α2) = Q(γ2)となる γ2 ∈ kがとれ，

k = Q(γ2, α3, . . . , αn)

となる．同様に，Q(γ2, α3) = Q(γ3)となる γ3 ∈ kがとれ，

k = Q(γ3, α4, . . . , αn)

となる．これを繰り返せば，γn ∈ kがとれ，k = Q(γn)となる．γn = θとすれば
よい．
定理 4.11の θを kの原始元という．

4.3 共役写像

定義 4.12. k = Q(θ)を n次体とする．θのQ上の最小多項式を f(X)とし，f(X)

の根を θ1(= θ), θ2, . . . , θn とする．α ∈ kを

α = c0 + c1θ + · · ·+ cn−1θ
n−1, cj ∈ Q

とかくとき，1 ≤ i ≤ nに対して，写像 σi : k −→ Q̄を

σi(α) = c0 + c1θi + · · ·+ cn−1θ
n−1
i

によって定義する．σiを共役写像といい，α(i) = σi(α)とおくとき，α(1), . . . , α(n)

を αのQ上の共役という．

命題 4.13. k = Q(θ)を n次体とする．共役写像 σi : k −→ Q̄は単射準同型である．
すなわち，α, β ∈ kに対して，

σi(α + β) = σi(α) + σi(β), σi(αβ) = σi(α)σi(β)

が成り立つ．
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[証明] θ の Q上の最小多項式を f(X)とし，f(X)の根を θ1(= θ), θ2, . . . , θn
とする．命題 4.8より，f(X)は重根を持たないから，θ1, θ2, . . . , θn は相異なる．
{u1, . . . , un}を kのQ上の基底とする．各 α ∈ kに対して，αuiを u1, . . . , unのQ
係数 1次結合として表すことによって，

α

 u1
...

un

 = Aα

 u1
...

un


となるQを成分とするn次行列Aαが定まる．そのとき，α, β ∈ k, c ∈ Qに対して，

Aα+β = Aα + Aβ, Acα = cAα, Aαβ = AαAβ = AβAα (4.3)

が成り立つことが容易にわかる．一方，

θ

 u1
...

un

 = Aθ

 u1
...

un


より，θはQ係数の n次行列 Aθの固有値である．よって，θは Aθの固有多項式
fAθ

(X)の根である．fAθ
(X) ∈ Q[X]は θ の Q上の最小多項式で割り切れるが，

fAθ
(X), f(X)はともに n次モニックであるから，fAθ

(X) = f(X)である．した
がって，Aθは f(X)の根 θ1, . . . , θn を相異なる固有値として持ち，対角化可能であ
る．Aθの固有値 θiの固有ベクトルを第 i列の列ベクトルとする n次行列をP とす
れば，

P−1AθP =


θ1

θ2
. . .

θn

 .

α ∈ kを

α = g(θ), g(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1, cj ∈ Q

とかくとき，(4.3)より，

Aα =
n−1∑
j=0

cjA
j
θ

である．よって，

P−1AαP =
n−1∑
j=0

cjP
−1Aj

θP =
n−1∑
j=0

cj(P
−1AθP )

j.
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(P−1AθP )
j =


θj1

θj2
. . .

θjn

 ,

であるから，

P−1AαP =


g(θ1)

g(θ2)
. . .

g(θn)

 =


σ1(α)

σ2(α)
. . .

σn(α)

 .

β ∈ kとすれば，同様にして，

P−1AβP =


σ1(β)

σ2(β)
. . .

σn(β)

 ,

P−1Aα+βP =


σ1(α + β)

σ2(α + β)
. . .

σn(α + β)

 ,

P−1AαβP =


σ1(αβ)

σ2(αβ)
. . .

σn(αβ)

 .

(4.3)より，

P−1Aα+βP = P−1(Aα + Aβ)P = P−1AαP + P−1AβP

=


σ1(α) + σ1(β)

σ2(α) + σ2(β)
. . .

σn(α) + σn(β)


P−1AαβP = P−1AαAβP = (P−1AαP )(P

−1AβP )

=


σ1(α)σ1(β)

σ2(α)σ2(β)
. . .

σn(α)σn(β)

 .
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これらの対角成分を比較すれば，

σi(α + β) = σi(α) + σi(β), σi(αβ) = σi(α)σi(β).

σi(1) = 1であるから，α ̸= 0ならば，

σi(α)σi(α
−1) = σi(αα

−1) = σi(1) = 1.

よって，σi(α) ̸= 0である．したがって，kerσi = {0}であり，σiは単射である．

4.4 ノルムとトレース

定義 4.14. kを n次代数体とする．σi : k −→ Q̄を (i = 1, . . . , n)を共役写像とす
る．α ∈ kに対して，

Trk/Q(α) =
n∑

i=1

σi(α),

Nk/Q(α) =
n∏

i=1

σi(α)

とおく．Trk/Q(α)を αの kからQへのトレースといい，Nk/Q(α)を αの kからQ
へのノルムという．

定義 4.15. n次行列A = (aij)に対して，その対角成分の和

n∑
i=1

aii

を行列Aのトレースといい，Tr(A)で表す．

補題 4.16. n次行列A,Bに対して，Tr(AB) = Tr(BA)である．

[証明] ABの (i, i)-成分は
∑n

j=1 aijbjiであるから，

Tr(AB) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbji.

同様に，BAの (j, j)-成分は
∑n

i=1 bjiaijであるから，

Tr(BA) =
n∑

j=1

n∑
i=1

bjiaij =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbji = Tr(AB).
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命題 4.17. kを n次代数体とし，{u1, . . . , un}を kのQ上の基底とする．α ∈ kに
対して，

α

 u1
...

un

 = Aα

 u1
...

un


となるQを成分とする n次行列Aαが定まる．そのとき，

Trk/Q(α) = Tr(Aα), Nk/Q(α) = detAα

が成り立つ．特に，Trk/Q(α) ∈ Q, Nk/Q(α) ∈ Qである．

[証明] σi : k −→ Q̄ (i = 1, . . . , n)を共役写像とする．命題 4.13の証明でみた
ように，

P−1AαP =


σ1(α)

σ2(α)
. . .

σn(α)

 .

したがって，補題 4.16より，

Trk/Q(α) =
n∑

i=1

σi(α) = Tr((P−1Aα)P ) = Tr(P (P−1Aα)) = Tr(Aα),

Nk/Q(α) =
n∏

i=1

σi(α) = det(P−1AαP ) = (detP−1)(detAα)(detP ) = detAα.

命題 4.18. トレースは kからQへのQ-線形写像であり，ノルムの k×への制限は，
乗法群 k×から乗法群Q×への準同型である．

[証明] α, β ∈ k, c ∈ Qとすると，命題 4.13より，

Trk/Q(α + β) =
n∑

i=1

σi(α + β) =
n∑

i=1

(σi(α) + σi(β))

=
n∑

i=1

σi(α) +
n∑

i=1

σi(β) = Trk/Q(α) + Trk/Q(β),

Trk/Q(cα) =
n∑

i=1

σi(cα) =
n∑

i=1

cσi(α) = c
n∑

i=1

σi(α) = cTrk/Q(α),

Nk/Q(αβ) =
n∏

i=1

σi(αβ) =
n∏

i=1

σi(α)σi(β)

=

(
n∏

i=1

σi(α)

)(
n∏

i=1

σi(β)

)
= Nk/Q(α)Nk/Q(β).
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代数体 kに対して，k = Q(θ)となる θをとって，fθ(X)を θのQ上の最小多項式，
θ1(= θ), . . . , θnを fθ(X)の根の全体とする．共役写像 σi : k −→ Q̄ (i = 1, . . . , n)

を
α = g(θ), g(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X

n−1

に対して，
σi(α) = g(θi)

によって定義した．これは θのとり方に依存するようにみえる．そこで，k = Q(ρ)

となる ρをとって，fρ(X)を ρのQ上の最小多項式，ρ1(= ρ), . . . , ρnを fρ(X)の
根の全体とし，共役写像 τi : k −→ Q̄ (i = 1, . . . , n)を

α = h(ρ), h(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1

に対して，
τi(α) = h(ρi)

によって定義する．このとき，適当に番号をつけかえれば，τi = σiであることを
示そう．そのために，{u1, . . . , un}を kのQ上の基底として，各 α ∈ kに対して，

α

 u1
...

un

 = Aα

 u1
...

un


となるQ係数の n次行列Aαをとる．これは θ, ρと無関係に定まる．特に，α = ρ

とすれば，命題 4.13の証明でみたように，

P−1AρP =


σ1(ρ)

σ2(ρ)
. . .

σn(ρ)

 .

一方，Aρの固有多項式は ρのQ上の最小多項式 fρ(X)と一致するから，Aρの固
有値は ρ1(= ρ), ρ2, . . . , ρnである．したがって，j1, j2, . . . , jnを 1, 2, . . . , nの適当な
並べ替えとすれば，σi(ρ) = ρji (i = 1, . . . , n)である．このとき，

α = h(ρ), h(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1

に対して，

τji(α) = h(ρji) = c0 + c1ρji + · · ·+ cn−1ρ
n−1
ji

= c0 + c1σi(ρ) + · · ·+ cn−1σi(ρ)
n−1

= σi(c0 + c1ρ+ · · ·+ cn−1ρ
n−1) = σi(h(ρ))

= σi(α).
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ゆえに，σi = τjiである．以上によって，共役写像の全体 {σ1, . . . , σn}は k = Q(θ)

となる θのとり方にはよらないことが示された．

命題 4.19. k を代数体，Ok を k の整数環，α ∈ Ok とすれば，Trk/Q(α) ∈ Z,
Nk/Q(α) ∈ Zである．

[証明] α ∈ Okとすれば，モニックな h(X) ∈ Z[X]で，h(α) = 0 となるものが
ある．n = [k : Q]とし，σi : k −→ Q̄ (i = 1, . . . , n)を共役写像とする．

h(X) = Xm + a1X
m−1 + · · ·+ am, aj ∈ Z

とすれば，
h(α) = αm + a1α

m−1 + · · ·+ am = 0.

σiは準同型であるから，

0 = σi(0) = σi(α
m + a1α

m−1 + · · ·+ am) = σi(α)
m + a1σi(α)

m−1 + · · ·+ am.

すなわち，h(σi(α)) = 0であり，σi(α) ∈ Z̄である．これから，命題 3.6と命題 3.3

より，

Trk/Q(α) =
n∑

i=1

σi(α) ∈ Z̄ ∩Q = Z, Nk/Q(α) =
n∏

i=1

σi(α) ∈ Z̄ ∩Q = Z.

系 4.20. θ ∈ Z̄, θのQ上の最小多項式を f(X) とすれば，f(X) ∈ Z[X]である．

[証明] θ1(= θ), θ2, . . . , θnを f(X)の根とすれば，θiのQ上の最小多項式は f(X)

を割り切るが，f(X)は既約であるから，θiのQ上の最小多項式も f(X)である．
θ ∈ Z̄より，h(X) ∈ Z[X]をモニックで，h(θ) = 0となるものがとれる．このと
き，h(X) = f(X)g(X), g(X) ∈ Q[X] とかけるから，

h(θi) = f(θi)g(θi) = 0, i = 1, . . . , n.

よって，θ1, . . . , θn ∈ Z̄である．

f(X) =
n∏

i=1

(X − θi)

より，f(X)の各係数は θ1, . . . , θnたちの Z-係数の多項式であり，命題 3.6と命題
3.3より，それらは Z̄ ∩Q = Zの元である．
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4.5 有限生成自由Z-加群

定義 4.21. Lを加群とする．u1, . . . , un ∈ Lが存在して，Lの任意の元が，

a1u1 + · · ·+ anun, a1, . . . , an ∈ Z

の形に一意的に表せるとき，Lを階数 nの自由Z-加群という．また，{u1, . . . , ur}
は Lの基底であるという．

補題 4.22. Lを階数 nの自由 Z-加群とする．M を Lの部分加群とすれば，M は
階数 r ≤ nの自由 Z-加群である．

[証明] nに関する帰納法による．n = 1のときは，L = {au | a ∈ Z}である．
M ⊂ Lを部分加群とするとき，I = {a ∈ Z | au ∈ M}とおけば，Iは Zのイデア
ルである．命題 0.2より，I = dZ, d ≥ 0とかける．d = 0ならば，M = {0}であ
る (階数 0の自由 Z-加群)．d > 0ならば，u′ = duとおくと，

M = {au | a ∈ dZ} = {bu′ | b ∈ Z}

である．よって，Mは階数 1の自由Z-加群である．n > 1として，n−1までは主張
が正しいとする．Lを階数nの自由Z-加群，MをLの部分加群とする．{u1, . . . , un}
を Lの基底とし，

L′ = {a2u2 + · · ·+ anun | a2, . . . , an ∈ Z}

とおく．M ′ = M ∩ L′とおくと，M ′は階数 n− 1の自由 Z-加群 L′の部分加群で
あるから，帰納法の仮定によって，階数 r − 1 ≤ n− 1の自由 Z-加群である．

I = {a ∈ Z | au1 + u′ ∈M (∃u′ ∈ L′)}

とおけば，I は Zのイデアルである．I = dZ, d ≥ 0とかける．d = 0ならば，
M ⊂ L′, M = M ∩ L′ = M ′であるから，M は階数 r − 1の自由 Z-加群である．
d > 0ならば，v1 = du1 + u0 ∈ M となる u0 ∈ L′が存在する．任意の v ∈ M は
v = bdu1 + u′, b ∈ Z, u′ ∈ L′とかける．そのとき，w = v − bv1とおけば，w ∈M

であり，
w = bdu1 + u′ − b(du1 + u0) = u′ − bu0 ∈ L′

であるから，w ∈M ∩ L′ =M ′である．{v2, . . . , vr}をM ′の基底とすれば，

w = b2v2 + · · ·+ brvr, b2, . . . , br ∈ Z

とかけるから，
v = bv1 + w = bv1 + b2v2 + · · ·+ brvr
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である．よって，Mは {v1, . . . , vr}のZ係数の 1次結合全体と一致する．また，そ
のような 1次結合について，

b1v1 + · · ·+ brvr = 0

となるのは，各 vjを u1, . . . , unの 1次結合としてかくとき，u1を含むものは v1だ
けであるから，b1 = 0のときであり，

b2v2 + · · ·+ brvr = 0

となるが，これは b2 = · · · = br = 0のときに限る．ゆえに，M は階数 r ≤ nの自
由 Z-加群である．

補題 4.23. Lを階数 nの自由 Z-加群とし，M を Lの階数 r ≤ nの部分加群とす
れば，Lの基底 {u1, . . . , un}と自然数 d1, . . . , drで，di|di+1 (i = 1, . . . , r − 1)かつ
{d1u1, . . . , drur}がM の基底となるものが存在する．

[証明] 補題の主張のような基底の存在を nに関する帰納法で証明する．n = 1

のときは，明らかである．n > 1として，n− 1までは主張が正しいとする．Lを
階数 nの自由Z-加群，MをLの部分加群とする．{u1, . . . , un}をLの基底とする．
v ∈M , v ̸= 0を v = a1u1+ · · ·+anun, ai ∈ Zとかくとき，a1, . . . , anの最大公約数
を g(v)で表す．g(v) ≥ 1である．d1 = min{g(v) | v ∈ M, v ̸= 0}とおく．v1 ∈ M

を g(v1) = d1となるようにとる．

v1 = a11u1 + · · ·+ a1nun, a1j ∈ Z

とかくと，gcd(a11, . . . , a1n) = d1である．このとき，b1, . . . , bn ∈ Zで，

b1a11 + · · ·+ bna1n = d1

となるものが存在する．準同型 φ1 : L −→ Zを

φ1(a1u1 + · · ·+ anun) = a1b1 + · · ·+ anbn

によって定義する．φ1(v1) = d1 である．さらに，φ1(M) = d1Zである．実際，
v ∈M とし，φ1(v) = d1q+ r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < d1とかくと，v′ = v− qv1 ∈M と
おけば，φ1(v

′) = φ1(v)−qφ1(v1) = rである．もし，r > 0であるとすると，v′ ̸= 0

であり，v′ = a1u1 + · · ·+ anunとかけば，

r = φ1(v
′) = a1b1 + · · ·+ anbn

である．g(v) = gcd(a1, . . . , an)とおくと，g(v) > 0, g(v)|rであるから，g(v) ≤
r < d1である．これは d1 = min{g(v) | v ∈M, v ̸= 0}に矛盾する．ゆえに，r = 0,

φ1(M) = d1Zである．a1j = d1a
′
1j, a

′
1j ∈ Zとかき，

u′1 = a′11u1 + · · ·+ a′1nun
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とおくと，u′1 ∈ L, v1 = d1u
′
1, φ1(u

′
1) = 1である．L′ = kerφ1 = {u ∈ L |φ1(u) = 0}

とおく．このとき，任意の u ∈ Lは, u = a1u
′
1 + u′, a1 ∈ Z, u′ ∈ L′の形に一意的

に表せる (このことを，L = Zu′1 ⊕L′と表す)．実際，φ1(u) = a1, u
′ = u− a1u

′
1と

おけば，
φ1(u

′) = φ1(u− a1u
′
1) = φ1(u)− a1φ1(u

′
1) = a1 − a1 = 0,

よって，u′ ∈ kerφ1 = L′であり，u = a1u
′
1 + u′とかける．この表し方が一意的で

あることは，a1u′1 + u′ = 0, a1 ∈ Z, u′ ∈ L′とするとき，a1 = 0, u′ = 0であるこ
とをみればよい．これは，次のようにわかる．

0 = φ1(a1u
′
1 + u′) = a1φ1(u

′
1) + φ1(u

′) = a1,

a1 = 0, u′ = 0である．
M ′ =M∩L′とおくと，M = Zv1⊕M ′である．実際，v ∈Mとすれば，v ∈ Lであ
るから，v = a1u

′
1+u

′, a1 ∈ Z, u′ ∈ L′ とかける．このとき，φ1(v) = a1φ1(u
′
1) = a1

である．φ1(M) = d1Zであるから，a1 = c1d1とかける．よって，

v = c1d1u
′
1 + u′ = c1v1 + u′.

u′ = v − c1v1 ∈M ∩ L′ =M ′である．c1v1 + u′ = 0とすれば，

0 = φ1(c1v1 + u′) = c1d1,

c1 = 0, u′ = 0である．ゆえに，M = Zv1 ⊕M ′である．
補題 4.22より，L′は階数n− 1の自由Z-加群である．補題 4.22より，M ′は階数

s−1 ≤ n−1の自由Z-加群である．帰納法の仮定によって，L′の基底{u′2, . . . , u′n}と
自然数 d2, . . . , dsで，di|di+1 (i = 2, . . . , s−1)かつ {d2u′2, . . . , dsu′s}はM ′の基底と
なるものが存在する．そのとき，L = Zu′1⊕L′であるから，{u′1, u′2, . . . , u′n}はLの基
底である．また，M = Zv1⊕M ′かつ v1 = d1u

′
1であるから，{d1u′1, d2u′2, . . . , dsu′s}

はM の基底である．最後に，s ≥ 2のとき，d1|d2 を示すことが残されている．
d2 = d1q + r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < d1とする．準同型 ψ : L −→ Zを

ψ(a′1u
′
1 + · · ·+ a′nu

′
n) = −qa′1 + a′2

によって定義する．v = d1u
′
1 + d2u

′
2 とおけば，v ∈ M , v ̸= 0であり，ψ(v) =

ψ(d1u
′
1 + d2u

′
2) = −qd1 + d2 = rである．一方，

v = d1u
′
1 + d2u

′
2 = a1u1 + · · ·+ anun, ai ∈ Z

とかくとき，v ̸= 0より，a1, . . . , anのうちの少なくとも 1つは 0でなく，

ψ(v) = a1ψ(u1) + · · ·+ anψ(un)

であるから，g(v) = gcd(a1, . . . , an) > 0は r = ψ(v)を割り切る．r > 0ならば，
g(v) ≤ r < d1となって，d1の最小性に矛盾する．ゆえに，r = 0であり，d2 = d1q

である．
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系 4.24. Lを階数 nの自由 Z-加群とし，M を Lの部分加群で階数 nであるとす
る．Lの基底 {u1, . . . , un}と自然数 d1, . . . , dnを {d1u1, . . . , dnun}がMの基底とな
るようにとれば，剰余加群 L/M は有限加群であり，その位数は d1 · · · dnである．

[証明] 準同型 f : L −→ (Z/d1Z)× · · · × (Z/dnZ)を

f(a1u1 + · · ·+ anun) = ([a1]d1 , . . . , [an]dn)

によって定義する．ここで，[a]d = a+ dZ ∈ Z/dZとおいた．明らかに，f は全射
である．ker f =M であるから，準同型定理によって，f は同型

L/M ∼= (Z/d1Z)× · · · × (Z/dnZ)

を引き起こす．|L/M | = d1 · · · dnである．

4.6 代数体の整数環

一般の代数体の整数環の構造を調べる．kを代数体，n = [k : Q]とする．定理
4.11より，k = Q(θ)となる θ ∈ kがとれる．命題 3.4より，θを適当な自然数倍で
置き換えて，θ ∈ Z̄ としてよい．そのとき，θ ∈ k ∩ Z̄ = Okである．f(X)を θの
Q上の最小多項式とすると，系 4.20より，f(X) ∈ Z[X]である．環 Z[θ]は

Z[θ] =
{
c0 + c1θ + · · ·+ cn−1θ

n−1 | c0, . . . , cn−1 ∈ Z
}

であるから，階数 nの自由Z-加群である．明らかに，Z[θ] ⊂ Okである．ここで，

L = {λ ∈ k | Trk/Q(λZ[θ]) ⊂ Z}

とおく．λ ∈ Okならば，任意の β ∈ Z[θ]に対して，λβ ∈ Okであるから，命題
4.19より，Trk/Q(λβ) ∈ Zである．よって，λ ∈ L, Ok ⊂ Lである．Lが階数 nの
自由 Z-加群であることを示せば，補題 4.22より，Lの部分加群であるOkも階数
r ≤ nの自由 Z-加群である．しかし，Z[θ] ⊂ Okかつ Z[θ]は階数 nの自由 Z-加群
であるから，r = nとなる．
Lが階数 nの自由 Z-加群であることを示そう．これは次の補題からわかる．

補題 4.25. L = f ′(θ)−1Z[θ]である．特に，Lは階数 nの自由Z-加群である．

[証明] f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ anとする．f(X)は，

f(X) =
n∏

j=1

(X − θj)
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と Q̄上分解される．各 1 ≤ i ≤ nに対して，

fi(X) =
f(X)

X − θi
=
∏

1≤j≤n
j ̸=i

(X − θj)

とおき，1 ≤ l ≤ nについて，

Gl(X) =
n∑

r=1

θl−1
r

f ′(θr)
fr(X)

とおく．

f ′(X) =
n∑

r=1

fr(X)

であり，r ̸= iならば，fr(θi) = 0だから，f ′(θi) = fi(θi)である．したがって，
Gl(θi) = θl−1

i , i = 1, . . . , n，である．fr(X)はn−1次多項式だから，Gl(X)は高々
n− 1次の多項式である．Gl(X)−X l−1は高々n− 1次の多項式であって，n個の
根 θ1, . . . , θnを持つ．したがって，Gl(X) − X l−1 = 0, Gl(X) = X l−1でなければ
ならない．

f(X)

X − θ
= λ1X

n−1 + λ2X
n−2 + · · ·+ λn

とすれば，

f(X)

= λ1X
n + λ2X

n−1 + · · ·+ λnX − θ(λ1X
n−1 + λ2X

n−2 + · · ·+ λn)

= λ1X
n + (λ2 − θλ1)X

n−1 + (λ3 − θλ2)X
n−2 + · · ·

+(λn − θλn−1)X − θλn.

よって，λ1 = 1, λi+1 − θλi = ai, i = 1, . . . , n− 1 を得る．したがって，

λ1 = 1,

λ2 = θ + a1,

λ3 = θ2 + a1θ + a2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn = θn−1 + a1θ
n−2 + · · ·+ an−1.


(4.4)

λjの θを θiで置き換えたものを λ
(i)
j とかけば，

fi(X) =
n∑

j=1

λ
(i)
j X

j−1

である．よって，

Gl(X) =
n∑

i=1

θl−1
i

f ′(θi)
fi(X) =

n∑
i=1

θl−1
i

f ′(θi)

n∑
j=1

λ
(i)
j X

j−1 =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

θl−1
i

f ′(θi)
λ
(i)
j

)
Xj−1.
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よって，Gl(X)のXj−1の係数は，トレースの定義とGl(X) = X l−1から，

Trk/Q

(
θl−1 λj

f ′(θ)

)
=

n∑
i=1

θl−1
i

f ′(θi)
λ
(i)
j =

{
1, j = l,

0, j ̸= l.
(4.5)

(4.4)より，f ′(θ)−1λj, j = 1, . . . , nは kのQ上の基底である．よって，λ ∈ kを

λ = c1
λ1
f ′(θ)

+ · · ·+ cn
λn
f ′(θ)

, cj ∈ Q

とかくとき，

Trk/Q(λθ
l−1) =

n∑
j=1

cj Trk/Q

(
θl−1 λj

f ′(θ)

)
= cl

であるから，
λ ∈ L⇐⇒ cl ∈ Z, l = 1, . . . , n

である．ゆえに，Lは {f ′(θ)−1λj | j = 1, . . . , n}を基底とする階数 nの自由Z-加群
である．{λ1, . . . , λn}は Z[θ]の基底であるから，L = f ′(θ)−1Z[θ]である．
以上によって代数体の整数環Okについて，次の定理が証明された．

定理 4.26. kを代数体，n = [k : Q]とすれば，kの整数環Okは階数 nの自由 Z-
加群である．すなわち，ω1, . . . , ωn ∈ Okが存在して，

Ok = {c1ω1 + · · ·+ cnωn | c1, . . . , cn ∈ Z}.

{ω1, . . . , ωn}を kの整数底という．

5 代数体のイデアル
kを代数体，n = [k : Q], Okを kの整数環とする．{ω1, . . . , ωn}を kの整数底と
する．Okのイデアルについて調べよう．以後，イデアルは {0}でないものだけ考
える．

命題 5.1. a ⊂ Okをイデアルとすると，aは階数 nの自由 Z-加群である．すなわ
ち，α1, . . . , αn ∈ Okが存在して，

a = {c1α1 + · · ·+ cnαn | c1, . . . , cn ∈ Z}.

[証明] 定理 4.26と補題 4.22より，aは階数 r ≤ nの自由Z-加群である．γ ∈ a,

γ ̸= 0をとると，γOk ⊂ aであり，{ω1, . . . , ωn}を kの整数底とすれば，γOk は
{γω1, . . . , γωn}を基底とする階数 nの自由 Z-加群であるから，r = nである．

命題 5.2. 剰余環Ok/aは有限環である．
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[証明] 命題5.1より，aは階数nの自由Z-加群である．補題4.23より，Okの基底
{ω1, . . . , ωn}と自然数d1, . . . , dnで，di|di+1 (i = 1, . . . , n−1)かつ{d1ω1, . . . , dnωn}
が aの基底となるものが存在する．そのとき，系 4.24より，Ok/aは有限加群であ
り，位数は d1 · · · dnである．

定義 5.3. 自然数 |Ok/a|をイデアル aのノルムといい，N(a)で表す．{α1, . . . , αn}
がイデアル aの基底であるとき，a = [α1, . . . , αn]とかく．

命題 5.4. a ⊂ Okをイデアルとする．Ok = [ω1, . . . , ωn]，a = [α1, . . . , αn]とする．

(α1, . . . , αn) = (ω1, . . . , ωn)A, A ∈Mn(Z)

とかく．そのとき，
N(a) = |Ok/a| = | detA|

が成り立つ．

[証明] 補題 4.23より，Ok の基底 {η1, . . . , ηn}と自然数 d1, . . . , dn で，di|di+1

(i = 1, . . . , n − 1)かつ {d1η1, . . . , dnηn}が aの基底となるものが存在する．その
とき，

(η1, . . . , ηn) = (ω1, . . . , ωn)T,

T は Zの元を成分とする行列式±1の n次行列である．同様に，

(α1, . . . , αn) = (d1η1, . . . , dnηn)S,

Sも Zの元を成分とする行列式±1の n次行列である．よって，

(α1, . . . , αn) = (d1η1, . . . , dnηn)S = (η1, . . . , ηn)


d1

d2
. . .

dn

S

= (ω1, . . . , ωn)T


d1

d2
. . .

dn

S,

A = T


d1

d2
. . .

dn

S.

この行列式をとれば，

detA = (detT )d1 · · · dn(detS) = (±1)(d1 · · · dn)(±1),

| detA| = d1 · · · dn = N(a)である．
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定義 5.5. n次体 kの整数環のイデアル a = [α1, . . . , αn]に対して，

D(a) = det((Trk/Q(αiαj)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Trk/Q(α

2
1) Trk/Q(α1α2) · · · Trk/Q(α1αn)

Trk/Q(α2α1) Trk/Q(α
2
2) · · · Trk/Q(α2αn)

...
...

. . .
...

Trk/Q(αnα1) Trk/Q(αnα2) · · · Trk/Q(α
2
n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を aの判別式という．特に，a = Okのとき，Dk = D(Ok)を kの判別式という．

命題 5.6. Okのイデアル aについて，aの判別式D(a)は 0でない整数であり，a

の基底のとり方によらない．また，

D(a) = Dk N(a)
2

が成り立つ．

[証明] {α1, . . . , αn}を aの基底とする．σi : k −→ Q̄ (i = 1, . . . , n)を共役写像
とすると,

B =


σ1(α1) σ1(α2) · · · σ1(αn)

σ2(α1) σ2(α2) · · · σ2(αn)
...

...
. . .

...

σn(α1) σn(α2) · · · σn(αn)


とおけば，

tBB =

(
n∑

r=1

σr(αi)σr(αj)

)
=

(
n∑

r=1

σr(αiαj)

)
=
(
Trk/Q(αiαj)

)
であるから，行列式をとれば，

D(a) = det(tBB) = (det tB)(detB) = (detB)2.

一方，(α1, . . . , αn) = (ω1, . . . , ωn)AとなるZ-係数のn次行列Aをとれば，命題 5.4

より，N(a) = | detA|である．また，(σi(α1), . . . , σi(αn)) = (σi(ω1), . . . , σi(ωn))A

であるから，

B =


σ1(α1) σ1(α2) · · · σ1(αn)

σ2(α1) σ2(α2) · · · σ2(αn)
...

...
. . .

...

σn(α1) σn(α2) · · · σn(αn)

 =


σ1(ω1) σ1(ω2) · · · σ1(ωn)

σ2(ω1) σ2(ω2) · · · σ2(ωn)
...

...
. . .

...

σn(ω1) σn(ω2) · · · σn(ωn)

A.

よって，(detB)2 = (det(σi(ωj)))
2(detA)2 = D(Ok)N(A)

2である．D(a)は整数
であることは Trk/Q(αiαj) ∈ Zからわかる．これが 0でないことは次のようにわ
かる．k = Q(θ)となる θ ∈ Okをとる．f(X)を θの最小多項式とすると，f(X)
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は重根を持たない．θの共役を σi(θ) = θi (i = 1, . . . , n)とする．Z[θ] ⊂ Okより，
(1, θ, . . . , θn−1) = (ω1, . . . , ωn)CとなるZ-係数の n次行列Cをとれば，

1 θ1 · · · θn−1
1

1 θ2 · · · θn−1
2

...
...

. . .
...

1 θn · · · θn−1
n

 =


σ1(ω1) σ1(ω2) · · · σ1(ωn)

σ2(ω1) σ2(ω2) · · · σ2(ωn)
...

...
. . .

...

σn(ω1) σn(ω2) · · · σn(ωn)

C.

この両辺の行列式の 2乗をとれば，∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 θ1 · · · θn−1

1

1 θ2 · · · θn−1
2

...
...

. . .
...

1 θn · · · θn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

= D(a)(detC)2.

この左辺は ∏
1≤i<j≤n

(θj − θi)
2 ̸= 0

である．よって，D(Ok) ̸= 0, D(a) ̸= 0である．

例 5.7. Q(
√
3)の判別式は∣∣∣∣∣ 1

√
3

1 −
√
3

∣∣∣∣∣
2

= (−2
√
3)2 = 12.

Q(
√
5)の判別式は ∣∣∣∣∣ 1 (1 +

√
5)/2

1 (1−
√
5)/2

∣∣∣∣∣
2

= (
√
5)2 = 5.

一般に，k = Q(
√
m), m ̸= 0, 1は平方因数を持たない整数，とするとき，

Dk =

{
m, m ≡ 1 (mod 4),

4m, m ≡ 2, 3 (mod 4).

命題 5.8. α ∈ Ok, α ̸= 0とすれば，単項イデアル (α) = αOkについて，

N((α)) = |Nk/Q(α)|.

[証明] Ok = [ω1, . . . , ωk]とすれば，(α) = [αω1, . . . , αωn]であるから，

D((α)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1(αω1) σ1(αω2) · · · σ1(αωn)

σ2(αω1) σ2(αω2) · · · σ2(αωn)
...

...
. . .

...

σn(αω1) σn(αω2) · · · σn(αωn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

= (σ1(α) · · ·σn(α))2D(Ok) = Nk/Q(α)
2Dk.

命題 5.6より，D((α)) = Dk N((α))
2であるから，N((α)) = |Nk/Q(α)|を得る．
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6 類数の有限性
kを代数体とする．Okのイデアル pについて

p が素イデアル ⇐⇒ Ok/p が整域

⇐⇒ αβ ∈ p ならば α ∈ p または β ∈ p.

命題 6.1. Okのイデアルの列

a1 ⊂ a2 ⊂ a3 · · ·

があれば，ある番号から先は一定である．すなわち，ある番号N が存在して，任
意のm ≥ N について，am = aN が成立する (Okはネーター環である )．

[証明] 命題 5.2によって，Ok/a1は有限環である．したがって，等式

(Ok : a1) = (Ok : am)(am−1 : am−2) · · · (a2 : a1)

によって，ある番号から先は一定でなければならない．

命題 6.2. pをOkの素イデアルとすると，Ok/pは体である．

[証明] γ ∈ Okの属する mod pの剰余類を [γ]とかく．[α] ∈ Ok/p，[α] ̸= 0を
とる．写像 f : Ok/p −→ Ok/pを

f([γ]) = [α][γ]

によって定義すると，f は加法について群の準同型である．pが素イデアルであ
ることから，f は単射であることがわかる．f は有限集合Ok/pから自分自身への
単射だから，全単射である．したがって特に，f([γ]) = [1]となる [γ]が存在する．
よって，(Ok/p)

× = (Ok/p)− {0}である．すなわち，Ok/pは体である．

定義 6.3. Okの 2つのイデアル a，bに対して，

a ∼ b ⇐⇒ ∃α, β ∈ Ok, α, β ̸= 0, (β)a = (α)b

と定義する．これはOkの 0でないイデアル全体の集合に同値関係を定義する．こ
の同値類をイデアル類という．

補題 6.4 (フルヴィッツの補題). 代数体 kのみによって定まる自然数M で次の性
質を持つものが存在する: 任意の α, β ∈ Ok，β ̸= 0に対して，1 ≤ t ≤ M なる
t ∈ Zと θ ∈ Okで，

|Nk/Q(tα− θβ)| < |Nk/Q(β)|

となるものが存在する．

41



[証明] Ok = [ω1, . . . , ωn]とする．写像φ : k −→ Rnを kの元を γ =
∑n

j=1 ajωj，
aj ∈ Qとかくとき，φ(γ) = (a1, . . . , an) ∈ Rnによって定義する．また，

∥γ∥ = max(|a1|, . . . , |an|)

とおく．σi : k −→ Q̄ (i = 1, . . . , n)を共役写像とする．このとき，

|Nk/Q(γ)| =
n∏

i=1

|σi(γ)| ≤
n∏

i=1

n∑
j=1

|aj||σi(ωj)|

≤ ∥γ∥n
n∏

i=1

n∑
j=1

|σi(ωj)| = C∥γ∥n. (6.1)

ここで，C =
∏n

i=1

∑n
j=1 |σi(ωj)|とおいた．m ∈ Zをm > C1/nにとって，M = mn

とおく．γ = a1ω1 + · · ·+ anωn ∈ k，a1, . . . , an ∈ Qに対して，

aj = bj + cj, bj ∈ Z, 0 ≤ cj < 1 (1 ≤ j ≤ n)

と整数部分と小数部分に分けてかく．さらに，

[γ] =
n∑

j=1

bjωj, {γ} =
n∑

j=1

cjωj

とおくと，
γ = [γ] + {γ}, [γ] ∈ Ok, {γ} ∈ k

である．
U = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ xj < 1 (j = 1, . . . , n)}

とおいて，{γ} ∈ kを φでうつせば，

φ({γ}) ∈ U

である．このことを，γj = j
α

β
，j = 1, . . . ,M + 1 について適用すれば，M + 1個

の U の点 φ({γj})，j = 1, . . . ,M + 1を得る．U を一辺の長さが 1/mのM = mn

個の小立方体に分割すれば，これらのM + 1個のU の点のうち，どれか 2つは必
ず同じ小立方体に属する．それを φ({γj})，φ({γl})，j < lとすると，

(l − j)
α

β
= γl − γj = [γl]− [γj] + {γl} − {γj}.

よって，t = l − j，θ = [γl]− [γj]とおけば，t ∈ Z，1 ≤ t ≤M，θ ∈ Okであり，

t
α

β
− θ = {γl} − {γj}.
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(6.1)と φ({γj})，φ({γl})が同じ小正方形に属することから，∣∣∣∣Nk/Q

(
t
α

β
− θ

)∣∣∣∣ ≤ C∥{γl} − {γj}∥n ≤ C

(
1

m

)n

< mn 1

mn
= 1.

この両辺に |Nk/Q(β)|をかければ，

|Nk/Q(tα− θβ)| < |Nk/Q(β)|

を得る．

定理 6.5. Okのイデアル類の数は有限である．

[証明] aをOkの任意のイデアルとする．β ∈ a，β ̸= 0を |Nk/Q(β)| が最小に
なるようにとる．このとき，任意のα ∈ aに対して，フルヴィッツの補題を用いれ
ば，1 ≤ t ≤M なる t ∈ Zと θ ∈ Okがあって

|Nk/Q(tα− θβ)| < |Nk/Q(β)|

が成り立つ．ここで，tα−θβ ∈ aだからβのノルムの最小性によって，tα−θβ = 0

でなければならない．よって，tα ∈ (β)．1 ≤ t ≤Mだから，t|M !である．したがっ
て，M !α ∈ (β). これが任意のα ∈ aについて成り立つから，M !a ⊂ (β) = βOkを
得る．よって，

b =

(
1

β

)
M !a ⊂ Ok.

(M !)a = (β)bだから a ∼ bである．また，

M !β ∈M !a = (β)b

だから，(M !) ⊂ bである．命題 5.2によって，Ok/(M !)は有限環だから，このよ
うな bは有限個しかない．任意のイデアル aがある有限個のイデアル bと必ず同
値になるのだから，イデアル類の数は有限である．

定義 6.6. Okのイデアル類の数を kの類数といい，hkで表す．

注意 6.7. a ∼ Ok = (1)のことを a ∼ 1と略記する．

a ∼ 1 ⇐⇒ ∃α, a = (α)

である．したがって，

hk = 1 ⇐⇒すべてのイデアルが単項イデアル.

例 6.8. 定理 1.6より，Q(
√
−1)の類数は 1である．定理 2.5より，Q(

√
−3)の類

数も 1である．
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例 6.9. k = Q(
√
−5)の類数は 1ではない．

[証明] ω =
√
−5とおけば，Ok = [1, ω]である．a = [2, ω + 1]とおけば，aは

イデアルであり，N(a) = 2である．実際，

ωa = ω[2, ω + 1] = [2ω, ω2 + ω] = [2ω,−5 + ω],

2ω = (−1)2 + 2(ω + 1) ∈ [2, ω + 1] = a,

−5 + ω = (−3)2 + ω + 1 ∈ [2, ω + 1] = a.,

(2, ω + 1) = (1, ω)

(
2 1

0 1

)
,

∣∣∣∣∣ 2 1

0 1

∣∣∣∣∣ = 2.

もし，a = (α)とすると，命題 5.8より，|Nk/Q(α)| = N(a) = 2 である．x, y ∈ Z
とすると，

Nk/Q(x+ yω) = x2 + 5y2.

x2 + 5y2 = 2は整数解を持たない．ゆえに，aは単項イデアルではない．

練習問題 6.1. k = Q(
√
−23)とすると，Ok = [1, ω]，ω =

1 +
√
−23

2
である．こ

のとき，a = [3, ω − 1]はイデアルであるが，aは単項イデアルではないことを証
明せよ．

7 イデアル論の基本定理
kを代数体，[k : Q] = nとする．

補題 7.1. a，bをOkのイデアル，a = abとすると，b = Okである．

[証明] a = [α1, . . . , αn]とする．a = abから，

αi =
n∑

j=1

βijαj, i = 1, . . . , n

となる βij ∈ bが存在する．これは，1が n次行列B = (βij)の固有値であること
を意味する．したがって，∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− β11 −β12 · · · −β1n
−β21 1− β22 · · · −β2n
...

... · · · ...

−βn1 −βn2 · · · 1− βnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

これを展開すれば，βij ∈ bから，1 ∈ b，したがって，b = Okを得る．

44



補題 7.2. a，bをOkのイデアル，β ∈ Ok，a(β) = abとすると，b = (β).

[証明] γ ∈ bをとる．γa ⊂ ab = (β)aだから，
γ

β
a ⊂ a．補題3.5により，

γ

β
∈ Ok

である．
γ = β

γ

β
∈ βOk = (β).

ゆえに，b ⊂ (β)，β−1b ⊂ Ok．a = β−1ab = a(β−1b)だから，補題 7.1によって，
β−1b = Ok，b = (β)．

補題 7.3. aをOkのイデアルとすると，ある自然数 1 ≤ ν ≤ hk が存在して，aν ∼ 1

となる．

[証明] hk + 1個のイデアル ai，i = 0, 1, . . . , hkのうちのどれか 2つは同じイデ
アル類に属するから，0 ≤ i < j ≤ hkで，ai ∼ ajとなるものがある．よって，

(β)ai = (α)aj, α, β ∈ Ok, α, β ̸= 0.

ν = j − iとおけば，1 ≤ ν ≤ hk，

ai(β) = ai(α)aν .

補題 7.2より，(β) = (α)aν，すなわち，aν ∼ 1．

定理 7.4. Okのイデアル類全体の集合は，位数 hkのアーベル群をなす．この群を
kのイデアル類群といい，Clkとかく．

[証明] イデアル aのイデアル類を [a]とかく．a ∼ a1，b ∼ b1ならば，

(α1)a = (α)a1, (β1)b = (β)b

となる α, α1, β, β1 ∈ Ok − {0}がある．そのとき，(α1β1)ab = (αβ)a1b1，すなわ
ち，ab ∼ a1b1である．したがって，

[a][b] = [ab]

と定義すれば，これは代表のとりかたによらずに定まる．結合律 ([a][b])[c] = [a]([b][c])

は明らかに成り立つ．[1] = [Ok] が単位元であり，aν ∼ 1とすれば，[a][aν−1] =

[aν ] = [1]．ゆえに，[aν−1]は [a]の逆元である．

系 7.5. Okの任意のイデアル aに対して，ahk ∼ 1である．

補題 7.6. a，b，cをOkのイデアル，ab = acとすると，b = cである．

[証明] aν = (α)とすると，ab = acに aν−1をかけて，aνb = aνc, (α)b = (α)c.

よって，b = cを得る．
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補題 7.7. a，bをOkのイデアル，a ⊂ bとすると，Okのイデアル cで a = bcと
なるものが存在する．

[証明] bν = (β)とすると，abν−1 ⊂ bν = (β)．よって，

c = β−1abν−1 ⊂ Ok

とおけば，bc = β−1abν = β−1βa = a.

補題 7.8. 一般に環Rにおいて，a，bをイデアル，pを素イデアルとすると，

ab ⊂ p =⇒ a ⊂ p または b ⊂ p.

[証明] a ̸⊂ pとする．そのとき，a ∈ a，a ̸∈ pがとれる．pは素イデアルだか
ら，R/pは整域である．任意の b ∈ bに対して，ab ∈ ab ⊂ pであり，整域R/pに
おいて，[a][b] = [ab] = 0，[a] ̸= 0だから，[b] = 0，すなわち，b ∈ pを得る．よっ
て，b ⊂ p．

定理 7.9 (イデアル論の基本定理). Okの任意のイデアルは，順序を除いて一意的
に素イデアルの積に分解される．

[証明] a0 ̸= Okをイデアルとする．命題 5.2によって，Ok/a0は有限環だから，

a0 ⊂ p1 ⊊ Ok

なる極大イデアル p1が存在する．p1は素イデアルである．補題 7.7によって，

a0 = p1a1, a1 ⊂ Ok, a1 はイデアル

とかける．このとき，補題 7.1によって，a0 ⊊ a1である．a1 ⊊ Okならば，同様
に続ける．こうして，イデアルの列

a0 ⊂ a1 ⊂ · · ·

を得るが，命題 6.1によって，有限回の後に，am = Okとなり，

a0 = p1p2 · · · pm, pi は素イデアル

とかける．
a0 = q1q2 · · · ql, qj は素イデアル

ともかけたとする．

p1(p2 · · · pm) = a0 = q1q2 · · · ql ⊂ q1

だから，補題 7.8によって，p1 ⊂ q1または，p2 · · · pm ⊂ q1．後者ならばこれを繰
り返せば，結局ある番号 iがあって，pi ⊂ q1である．命題 6.2によって，piは極大
イデアルであるから，pi = q1．番号を付け替えて，i = 1としてよい．このとき，
補題 7.6によって，

p2 · · · pm = q2 · · · ql.
上の議論を繰り返せば，l = m，適当に番号を付け替えれば，pj = qj，j = 1, 2, . . . ,m

を得る．
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8 イデアルのノルム
kを代数体，n = [k : Q]とする．この節では，Okのイデアルに対して，ノルム
の乗法性が成り立つことを示す．
pをOkの素イデアルとする．命題 6.2によって，Ok/pは体である．Z ∩ pは Z
のイデアルである．自然な準同型

Z −→ Ok −→ Ok/p

を考えれば，この核は Z ∩ pであり，準同型定理より，

Z/(Z ∩ p) −→ Ok/p

は体Ok/pへの単射準同型である．したがって，Z ∩ pは Zの素イデアルであり，
Z∩ p = pZ，pは素数とかける．これによって，Fp = Z/pZは体Ok/p の部分体と
みなせる．Ok/pは Fp上のベクトル空間になるから，その次元を f とすると，

N(p) = |Ok/p| = pf

である．

補題 8.1. pをOkの素イデアル，Z ∩ p = pZとする．π ∈ Okを π ∈ p, π ̸∈ p2に
とる．Γ ⊂ OkをOk/pの代表元の集合とする．このとき，Ok/p

mの代表元の集合
として， {

γ0 + γ1π + · · ·+ γm−1π
m−1 | γ0, . . . , γm−1 ∈ Γ

}
がとれる．特に，N(pm) = N(p)mである．

[証明] α ∈ Okに対して，α ≡ γ0 (mod p)なるγ0 ∈ Γをとる．p2 ⊊ (π)+p2 ⊂ p

だから，(π) + p2は，pの倍数イデアルかつ p2の真の約数イデアルである．した
がって，(π) + p2 = pである．α− γ0 ∈ pより，

α− γ0 = α1π + β1, α1 ∈ Ok, β1 ∈ p2

とかける．すなわち，
α ≡ γ0 + α1π (mod p2).

α1 ≡ γ1 (mod p) なる γ1 ∈ Γをとると，

α− γ0 − γ1π ∈ p2.

p3 ⊊ (π2) + p3 ⊂ p2だから，(π2) + p3は，p2の倍数イデアルかつ p3の真の約数イ
デアルである．したがって，(π2) + p3 = p2である．α− γ0 − γ1π ∈ p2より，

α− γ0 − γ1π = α2π
2 + β2, α2 ∈ Ok, β2 ∈ p3
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とかける．すなわち，

α ≡ γ0 + γ1π + α2π
2 (mod p3).

α2 ≡ γ2 (mod p) なる γ2 ∈ Γをとると，

α ≡ γ0 + γ1π + γ2π
2 (mod p3).

これを繰り返せば，γi ∈ Γ, i = 0, . . . ,m− 1で，

α ≡ γ0 + γ1π + γ2π
2 + · · ·+ γm−1π

m−1 (mod pm)

となるものがとれる．γi, γ′i ∈ Γとして，

m−1∑
i=0

γiπ
i ≡

m−1∑
i=0

γ′iπ
i (mod pm) (8.1)

とすると，これを mod pでみれば，γ0 ≡ γ′0 (mod p), γ0, γ
′
0 ∈ Γより，γ0 = γ′0で

ある．(8.1)を mod p2でみれば，γ1π ≡ γ′1π (mod p2)．もし，γ1 ̸≡ γ′1 (mod p)な
らば，Ok/pは体だから，α ∈ Okで，

α(γ1 − γ′1) ≡ 1 (mod p)

となるものがとれる．よって，(γ1 − γ′1)α+ β = 1, β ∈ pとかける．これに πをか
けて，

π = (γ1π − γ′1π)α + πβ ∈ p2

となり矛盾である．よって，γ1 ≡ γ′1 (mod p), γ1 = γ′1である．これを繰り返せば，
γi = γ′i, i = 0, . . . ,m− 1を得る．

命題 8.2. a, bをOkのイデアルとすると，N(ab) = N(a)N(b)が成り立つ．

[証明] a =
∏r

i=1 p
ai
i とすると，中国剰余定理によって，

Ok/a ∼= (Ok/p
a1
1 )× · · · × (Ok/p

ar
r ).

したがって，

N(a) =
r∏

i=1

N(paii ) =
r∏

i=1

N(pi)
ai .

b, abについても同様だから，N(ab) = N(a)N(b)を得る．
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9 単数
k を代数体，n = [k : Q]とする．この節では，k の整数環 Ok の可逆元の群

Ek = O×
k の構造について述べる．Ek を k の単数群という．ε ∈ Ek とすると，

ε′ ∈ Okで εε′ = 1となるものが存在する．したがって，このノルムをとれば，

Nk/Q(ε) Nk/Q(ε
′) = Nk/Q(εε

′) = Nk/Q(1) = 1

を得る．Nk/Q(ε), Nk/Q(ε
′)は Zの元であるから，Nk/Q(ε) = ±1である．逆に，

ε ∈ OkがNk/Q(ε) = ±1を満たせば，ε以外の εの共役たちの積を ε′とすれば，そ

れらはすべて Z̄の元だから，ε′ ∈ Z̄であり，εε′ = Nk/Q(ε) = ±1より，ε′ = ±1

ε
∈

k ∩ Z̄ = Ok である．ε(±ε′) = 1より，ε ∈ Ekである．以上によって，次の命題を
得た．

命題 9.1. Ek = {ε ∈ Ok | Nk/Q(ε) = ±1}.

k = Q(θ)とし，θ(i), i = 1, . . . , nを θの共役とする．必要ならば，共役の番号を
つけかえて，

θ(i) ∈ R, i = 1, . . . , r1,

θ(r1+j) ∈ C− R, j = 1, . . . , r2,

θ(r1+r2+j) = θ(r1+j), j = 1, . . . , r2

としてよい．r1, r2 ≥ 0, r1 + 2r2 = nである．以下，共役はこのようにとることに
する．α ∈ kの i番目の共役を α(i)とかくことにする．r = r1 + r2 − 1とおく．写
像 ℓ : k× −→ Rr+1を

ℓ(α) = (log |α(1)|, . . . , log |α(r+1)|)

によって定義する．ℓは乗法群 k×から加法群Rr+1への準同型である．

補題 9.2. ℓ(Ek)はRr+1の離散部分群である．

[証明] ℓ(Ek)の各点 vに対して，その点の開近傍 U で，ℓ(Ek) ∩ U = {v}とな
るものが存在することを示さなければならない．平行移動によって，v = 0として
よい．t > 0に対して，

Ut = {(x1, . . . , xr+1) ∈ Rr+1 | |xi| < t, i = 1, . . . , r + 1}

とおけば，Utは 0の開近傍である．ε ∈ Ek, ℓ(ε) ∈ ℓ(Ek) ∩ U1とする．そのとき，
|ε(i)| < e, i = 1, . . . , nであるから，ε(i)たちの基本対称式の絶対値は有界である．
ε ∈ Okだから，ε(i)たちの基本対称式の値は Zの元である．したがって，このよ
うな εは有限個の整数係数の根であるから，有限個しかない．ℓ(Ek)∩U1は有限集
合だから，0 < t < 1を十分小さくとれば，ℓ(Ek) ∩ Ut = {0}にできる．
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補題 9.3. V をR上の s次元ベクトル空間とし，Lをその離散部分群とする．その
とき，Lは階数m ≤ sの自由 Z-加群である．

[証明] Lによって生成される V の部分空間を V ′とする．m = dimV ′とおけ
ば，m ≤ sである．Lの元からなる V ′の基底がとれる．実際，V ′の任意の基底
v1, . . . , vmをとれば，各 viはLの元の有限個の 1次結合だから，それらに現れるL

の元のなす有限集合を {u1, . . . , uN}とする．V ′は {u1, . . . , uN}によって生成され
る V の部分空間だから，この中から V ′の基底をとることができる．あらためて，
v1, . . . , vmを Lの元からなる V ′の基底とする．v1, . . . , vmによって Z上生成され
る Lの部分群を L′とする．L/L′の代表系として L ∩ F がとれる．ここで，

F =

{
m∑
i=1

xivi

∣∣∣∣∣ 0 ≤ xi < 1, i = 1, . . . ,m

}
.

vm+1, . . . , vs ∈ V を v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vsが V の基底となるようにとる．

C =

{
s∑

i=1

xivi

∣∣∣∣∣ 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , s

}
.

とおけば，C は V のコンパクト部分集合であり，F ⊂ C である．Lは V の離散
部分群であるから，L ∩ C は有限集合である．実際，Lは離散部分群だから，各
a ∈ L ∩Cの開近傍Uaで，L ∩ Ua = {a}となるものがとれる．また，Lは V の閉
部分群である．

L ∩ C ⊂
∪

a∈L∩C

Ua

であり，(V − L) ∩ C ⊂ (V − L)だから，

C = ((V − L) ∩ C) ∪ (L ∩ C) ⊂ (V − L) ∪ ∪a∈L∩CUa.

Cはコンパクトだから，有限個の a1, . . . , at ∈ L ∩ Cがとれて，

C ⊂ (V − L) ∪ ∪t
i=1Uai .

よって，
L ∩ C ⊂ ∪t

i=1L ∩ Uai = {a1, . . . , at}.

したがって，L ∩ F も有限集合である．ゆえに，L/L′は有限である．d = |L/L′|
とおけば，dL ⊂ L′である．L′は階数mの自由 Z-加群であるから，補題 4.22に
よって，その部分群 dLも階数≤ mの自由 Z-加群である．したがって，Lも同様
である．L′ ⊂ Lより，Lの階数はmである．
α ∈ Ekとすると，

1 = |Nk/Q(α)| =
r1∏
i=1

|α(i)|
r+1∏

i=r1+1

|α(i)|2
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であるから，対数をとって，

0 =

r1∑
i=1

log |α(i)|+
r+1∑

i=r1+1

2 log |α(i)|.

したがって，Rr+1の r次元部分空間 V0を

V0 =

{
(x1, . . . , xr+1) ∈ Rr+1

∣∣∣∣∣
r1∑
i=1

xi +
r+1∑

i=r1+1

2xi = 0

}

によって定義すれば，ℓ(Ek) ⊂ V0である．補題 9.2と補題 9.3より，ℓ(Ek)は階数
≤ rの自由Z-加群である．ℓ(Ek)は階数 rの自由Z-加群であることを示そう．その
ためにいくつかの補題を準備する．r = 0ならば，明らかである．よって，r > 0

とする．明らかに，r < nである．

補題 9.4. m,nをm < nを満たす自然数とする．n変数 x1, . . . , xnのm個の実数
係数の 1次形式

fi(x1, . . . , xn) = ai1x1 + · · ·+ ainxn, i = 1, . . . ,m

に対して，a = max1≤i≤m

∑n
j=1 |aij|とおく．整数 t > 1が任意に与えられたとき，

連立不等式
|fi(x1, . . . , xn)| ≤ 2at1−

n
m , i = 1, . . . ,m

の整数解 (x1, . . . , xn) ̸= (0, . . . , 0)で，|xj| ≤ t, j = 1, . . . , nを満たすものが存在
する．

[証明] aの定義から，(x1, . . . , xn) ∈ Rnに対して，|xj| ≤ t, j = 1, . . . , nなら
ば，|fi(x1, . . . , xn)| ≤ at, i = 1, . . . ,mである．t > 1, n/m > 1だから，

(t+ 1)n/m > tn/m + 1.

実際，g(t) = (t+ 1)n/m − tn/m − 1とおけば，

g′(t) = (n/m){(t+ 1)n/m−1 − tn/m−1} > 0.

g(0) = 0より，g(t) > 0, t > 0. したがって，自然数 hで，tn/m < h < (t + 1)n/m

を満たすものが存在する．このとき，tn < hm < (t+ 1)nである．Rmの立方体

M = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm | |yi| ≤ at, i = 1, . . . ,m}

を考え，M を一辺の長さが 2at/hの hm 個の小立方体に分割する．x1, . . . , xn が
0, 1, . . . , tを独立に動くとき，(t+ 1)n > hm個のM の点 (f1(x), . . . , fm(x))が得ら
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れる．したがって，これらのうちの 2点で同一の小立方体に属するものが存在す
る．それを

(f1(x
′), . . . , fm(x

′)), (f1(x
′′), . . . , fm(x

′′))

とする．x′ = (x′1, . . . , x
′
n), x

′′ = (x′′1, . . . , x
′′
n)とすれば，0 ≤ x′j, x

′′
j ≤ t, j = 1, . . . , n

であるから，xj = x′j − x′′j，j = 1, . . . , nとおいて，x = (x1, . . . , xn)とおけば，
0 ̸= x ∈ Zn, |xj| ≤ t, j = 1, . . . , n であり，i = 1, . . . ,mについて，

|fi(x)| = |fi(x′)− fi(x
′′)| ≤ 2at

h
< 2at1−

n
m .

補題 9.5. 代数体 kによって定まる定数 c1 > 0が存在して，各 1 ≤ i ≤ r + 1と任
意の整数 t > 1に対して，α ∈ Okで，不等式

c−n+1
1 t1−n/m ≤ |α(l)| ≤ c1t

1−n/m (1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i),

c−n+1
1 t ≤ |α(i)| ≤ c1t

を満たすものが存在する．ここで，

m =

{
r1 + 2r2 − 1 = n− 1, i ≤ r1
r1 + 2(r2 − 1) = n− 2, i > r1.

[証明] ω1, . . . , ωnを kの整数底とする．各 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= iに対して，

alj = ω
(l)
j , l ≤ r1,

alj = ℜω(l)
j , l > r1,

blj = ℑω(l)
j , l > r1

とおく．m個の実数係数の 1次形式

fl(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

aljxj, 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i,

gl(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

bljxj, r1 + 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i

を考える．補題 9.4を適用すれば，x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn, x ̸= 0で，

|xj| ≤ t, j = 1, . . . , n,

|fl(x)| ≤ 2at1−n/m, 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i,

|gl(x)| ≤ 2at1−n/m, r1 + 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i
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を満たすものが存在する．ここで，a = max
(∑n

j=1 |alj|,
∑n

j=1 |blj|
)
である．その

とき，α =
∑n

j=1 xjωjとおけば，0 ̸= α ∈ Okであり，

|α(l)| = |fl(x)| ≤ 2at1−n/m, l ≤ r1, l ̸= i,

|α(l)| ≤ |fl(x)|+ |gl(x)| ≤ 4at1−n/m, r1 + 1 ≤ l ≤ r, l ̸= i.

ここで，

c1 = max

(
4a, max

1≤l≤r+1

n∑
j=1

|ω(l)
j |

)
とおけば，

|α(ν)| ≤ c1t, 1 ≤ ν ≤ n

かつ
|α(l)| ≤ c1t

1−n/m, 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i.

したがって，

1 ≤ |Nk/Q(α)| ≤ |α(i)|(c1t1−n/m)m(c1t)
n−m−1 = |α(i)|cn−1

1 t−1,

c−n+1
1 t ≤ |α(i)|.

また，1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= iに対して，

1 ≤ |Nk/Q(α)| ≤ |α(l)|(c1t1−n/m)m−1(c1t)
n−m = |α(l)|cn−1

1 (t1−n/m)−1,

c−n+1
1 t1−n/m ≤ |α(l)|.

補題 9.6. 1 ≤ i ≤ r+ 1とする．m, c1を補題 9.5の通りとする．そのとき，Okの
元の列 αν ̸= 0, ν = 1, 2, . . .で次の性質を持つものが存在する．

|α(l)
ν | > |α(l)

ν+1|, 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i,

|α(i)
ν | < |α(i)

ν+1|,
|Nk/Q(αν)| ≤ cn1 .

[証明] 整数M をM > cn1 かつMn/m−1 > cn1 を満たすようにとり，整数 t > 1

を任意にとる．tν+1 = Mtν , ν = 1, 2, . . .とおく．各 tν に対して，補題 9.5より，
αν ∈ Okで，

c−n+1
1 t1−n/m

ν ≤ |α(l)
ν | ≤ c1t

1−n/m
ν (1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i),

c−n+1
1 tν ≤ |α(i)

ν | ≤ c1tν
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を満たすものが存在する．M のとりかたから，

c1t
1−n/m
ν+1 = c1M

1−n/mt1−n/m
ν < c−n+1

1 t1−n/m
ν ,

c−n+1
1 tν+1 = c−n+1

1 Mtν > c1tν .

これから，1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= iに対して，

|α(l)
ν+1| ≤ c1t

1−n/m
ν+1 < c−n+1

1 t1−n/m
ν ≤ |α(l)

ν |,

|α(i)
ν+1| ≥ c−n+1

1 tν+1 > c1tν ≥ |α(i)
ν |

を得る．また，
|Nk/Q(αν)| ≤ (c1t

1−n/m
ν )m(c1tν)

n−m = cn1 .

補題 9.7. 1 ≤ i ≤ r + 1とする．そのとき，単数 ηi ∈ Ekで，|η(i)i | > 1, |η(l)i | < 1,

1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i を満たすものが存在する．

[証明] 補題 9.6より，Okの元の列 αν ̸= 0, ν = 1, 2, . . .で

|α(l)
ν | > |α(l)

ν+1|, 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i,

|α(i)
ν | < |α(i)

ν+1|,
|Nk/Q(αν)| ≤ cn1 .

を満たすものが存在する．単項イデアル aν = (αν)を考えると，そのノルムは
|Nk/Q(αν)| ≤ cn1 である．ノルムが cn1 以下の Ok のイデアルは有限個しかない．
よって，ある番号 ν < µで，aν = aµとなるものが存在する．これは，αµ = ηiαν ,

ηi ∈ Ekとかけることを意味する．そのとき，

|η(i)i | = |α(i)
µ |

|α(i)
ν |

> 1,

|η(l)i | = |α(l)
µ |

|α(l)
ν |

< 1, 1 ≤ l ≤ r + 1, l ̸= i.

補題 9.8. 実数係数の r次行列A = (aij)において，

aii > 0, aij ≤ 0 (j ̸= i),
r∑

j=1

aij > 0 (1 ≤ i ≤ r)

ならば，detA ̸= 0である．
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[証明] detA = 0とすると，0 ̸= x = t(x1, . . . , xr) ∈ Rrで，Ax = 0となるもの
がとれる．よって，

r∑
j=1

aijxj = 0, 1 ≤ i ≤ r.

max{|x1|, . . . , |xr|} = |xp| > 0とする．
∑r

j=1 apjxj = 0より，

appxp = −
∑

1≤j≤r
j ̸=p

apjxj, app = −
∑

1≤j≤r
j ̸=p

apj
xj
xp
,

app = |app| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

1≤j≤r
j ̸=p

apj
xj
xp

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

1≤j≤r
j ̸=p

|apj| = −
∑

1≤j≤r
j ̸=p

apj.

したがって，
∑r

j=1 apj ≤ 0となる．しかし，
∑r

j=1 apj > 0としたからこれは矛盾
である．

注意 9.9. 補題 9.8の行列Aについて，detA > 0である．これは，この不等式を
満たす行列の全体が単位行列を含む弧状連結領域であり，detが連続関数であるこ
とからわかる．

補題 9.7より，各 1 ≤ i ≤ r + 1に対して，単数 ηiで，

|η(i)i | > 1,

|η(j)i | < 1, j ̸= i, 1 ≤ j ≤ r + 1

を満たすものが存在する．このとき，r個の単数η1, . . . , ηrの写像ℓによる像ℓ(η1), . . . , ℓ(ηr) ∈
V0はR上 1次独立であることを証明しよう．これは，r × (r + 1)行列 log |η(1)1 | · · · log |η(r)1 | log |η(r+1)

1 |
...

. . .
...

...

log |η(1)r | · · · log |η(r)r | log |η(r+1)
r |


の階数が rであることである．よって，

R0 =

∣∣∣∣∣∣∣
log |η(1)1 | · · · log |η(r)1 |

...
. . .

...

log |η(1)r | · · · log |η(r)r |

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

を示せばよい．

R =

∣∣∣∣∣∣∣
log |η(1)1 | · · · log |η(r1)1 | 2 log |η(r1+1)

1 | · · · 2 log |η(r)1 |
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

log |η(1)r | · · · log |η(r1)r | 2 log |η(r1+1)
r | · · · 2 log |η(r)r |

∣∣∣∣∣∣∣
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とおけば，R = 2r2−1R0であるから，R ̸= 0を示せばよい．

aij =

{
log |η(j)i |, 1 ≤ j ≤ r1,

2 log |η(j)i |, r1 + 1 ≤ j ≤ r

とおけば，実数 aijは

aii > 0, aij < 0 (1 ≤ j ≤ r + 1, j ̸= i)

を満たす．|Nk/Q(ηi)| = 1より，

r+1∑
j=1

aij = 0, 1 ≤ i ≤ r.

よって，
r∑

j=1

aij = −ai r+1 > 0, 1 ≤ i ≤ r.

補題 9.8より，R = det(aij) ̸= 0である．したがって，ℓ(Ek)は r個の 1次独立な元
を含む．すでに，ℓ(Ek)は r以下の階数の自由Z-加群であることを示してあるから，
これで ℓ(Ek)は丁度階数 rの自由 Z-加群であることが証明された．今，ζ ∈ ker ℓ

とすれば，|ζ(i)| = 1, 1 ≤ i ≤ nである．よって，これらは係数が有界である整
数係数の n次モニック多項式の根である．そのよう多項式は有限個しかないから，
W = ker ℓは有限群である．体の乗法群の有限部分群は巡回群であるから，W は有
限巡回群である．Wはkに含まれる 1のべき根全体のなす群である．単数 ε1, . . . , εr
を ℓ(ε1), . . . , ℓ(εr)が ℓ(Ek)の基底となるようにとる．そのとき，任意の η ∈ Ekに
対して，

ℓ(η) =
r∑

i=1

aiℓ(εi), ai ∈ Z

とかけるから，ζ = η
∏r

i=1 ε
−ai
i とおけば，ζ ∈ ker ℓ =W である．よって，

η = ζ
r∏

i=1

εaii

とかける．以上によって，次の定理が得られた．

定理 9.10 (Dirichletの単数定理). n次代数体 kの実共役の個数を r1, 虚共役の個
数を 2r2として，r = r1 + r2 − 1とおく．そのとき，kの単数群Ekは kに含まれ
る 1のべき根のなす有限巡回群W と階数 rの自由アーベル群の直積である．すな
わち，ε1, . . . , εr ∈ Ekが存在して，任意の η ∈ Ekは，

η = ζεa11 · · · εarr , ζ ∈ W, a1, . . . , ar ∈ Z

の形に一意的にかける．
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定義 9.11. r > 0のとき，定理 9.10のような単数 ε1, . . . , εrを kの基本単数という．
そのとき，行列式

R =

∣∣∣∣∣∣∣
log |ε(1)1 | · · · log |ε(r1)1 | 2 log |ε(r1+1)

1 | · · · 2 log |ε(r)1 |
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

log |ε(1)r | · · · log |ε(r1)r | 2 log |ε(r1+1)
r | · · · 2 log |ε(r)r |

∣∣∣∣∣∣∣
は基本単数のとりかたによらない．このRを kの単数規準という．r = 0のとき，
すなわち，k = Qまたは k = Q(

√
−m), m ∈ Z, m > 0 のときは，R = 1とする．

10 素数の分解
kを代数体，n = [k : Q]とする．pを素数とする．定理 7.9より，単項イデアル

(p) = pOkは素イデアルの積に順序を除いて一意的に分解される．

(p) = pe11 · · · pegg . (10.1)

両辺のノルムをとれば，命題 5.8と命題 8.2より，

pn = N(p1)
e1 · · ·N(pg)eg

である．よって，N(pi) = pfi , i = 1, . . . , gの形であり，

n = e1f1 + · · ·+ egfg (10.2)

が成り立つ．自然な準同型Z −→ Ok/piの核は pi ∩Z = pZであり，これは，体の
単射準同型 Fp = Z/pZ −→ Ok/pi を引き起こす．

定義 10.1. (10.1)における ei, fiをそれぞれ，素イデアル piの k/Qにおける分岐
指数，剰余次数という．ei > 1のとき，素イデアル piは k/Qで分岐するという．
また，ei > 1となる iが存在するとき，素数 pは k/Qで分岐するという．ei = 1,

i = 1, . . . , gのとき，pは不分岐であるという．g = n, ei = fi = 1, i = 1, . . . , nの
とき，pは k/Qで完全分解するという．

以下，pが kで分岐するための条件を調べる．

Ôk = {α ∈ k | Trk/Q(αOk) ⊂ Z}

とおく．k = Q(θ), θ ∈ Okとする．Z[θ] ⊂ Okより，明らかに，Ôk ⊂ Ẑ[θ]である．
また，Ok ⊂ Ôkかつ ÔkはOk-加群であることも明らかである．補題 4.25より，

Ok ⊂ Ẑ[θ] = δ−1Z[θ] ⊂ δ−1Ok

57



であった．ここで，δ = f ′(θ), f(X)は θのQ上の最小多項式である．したがって，

Ok ⊂ Ôk ⊂ δ−1Ok

である．したがって，

Dk = (Ôk)
−1 = {λ ∈ k |λÔk ⊂ Ok}

とおけば，ÔkがOk加群であることから，Dkもそうであり，

(δ) = δOk ⊂ Dk ⊂ Ok

である．ゆえに，DkはOkのイデアルである．Dkを k/Qの共役差積という．ま
た，δ = δθを θの共役差積という．Dk|(δ)である．

命題 10.2. N(Dk) = Dk.

[証明] λ1, . . . , λnを (4.4)によって定める．そのとき，(4.5)より，

δ−1λ1, . . . , δ
−1λn

はトレースに関する 1, θ, . . . , θn−1の双対基底である．ω1, . . . , ωnを kの整数底と
する．

θj−1 =
n∑

i=1

aijωi, .

A = (aij), A
−1 = (bij)とする．そのとき，

ωj =
n∑

s=1

bsjθ
s−1, j = 1, . . . , n

である．ここで，

ω∗
i =

n∑
t=1

aitδ
−1λt, i = 1, . . . , n

とおけば，

Trk/Q(ωiω
∗
j ) =

n∑
t=1

n∑
s=1

aitbsj Trk/Q(θ
s−1δ−1λt)

=
n∑

t=1

n∑
s=1

aitbsjδst

=
n∑

t=1

aitbtj = δij.
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よって，ω∗
1, . . . , ω

∗
nは Ôkの基底である．

Dk = D(Ok) = D(Ôk)(Ôk : Ok)
2

と，Dk = det(ω
(l)
i )2, D(Ôk) = det((ω∗

j )
(l))2,

(ω
(l)
i )t((ω∗

j )
(l)) = (Trk/Q(ωiω

∗
j )) = I

より，DkD(Ôk) = 1, したがって，(Ôk : Ok) = Dkを得る．δOk ⊂ δÔk ⊂ Okよ
り，(δ) = (δÔk)c, cはOkのイデアルとかける．ここで，λ ∈ kに対して，λ ∈ Dk

ならば，λÔk ⊂ Ok，λ(δÔk)c ⊂ (δ)c，λ(δ) ⊂ (δ)c, λ ∈ cである．逆に，λ ∈ cなら
ば，λ(δÔk) ⊂ (δÔk)c = (δ), λÔk ⊂ Ok, λ ∈ Dk．よって，c = Dk, (δ) = (δÔk)Dk

である．ノルムをとって，

|Nk/Q(δ)| = N(δÔk)N(Dk).

一方，Ok ⊂ Ôk ⊂ δ−1Okと δ−1Ok/Ok
∼= Ok/δOkより，

|Nk/Q(δ)| = (Ok : δOk) = (δ−1Ok : Ok)

= (δ−1Ok : Ôk)(Ôk : Ok)

= (Ok : δÔk)(Ôk : Ok). = N(δÔk)(Ôk : Ok).

したがって，N(Dk) = (Ôk : Ok) = Dkを得る．

定義 10.3. Rを kの整環とする．Rに含まれるOkのイデアルで包含関係で最大
のものをRの導手という．

命題 10.4. θ ∈ Ok, k = Q(θ)に対して，δ = δθを θの共役差積とする．f = fθを
整環 Z[θ]の導手とする．そのとき，(δ) = Dkfである．

[証明] 命題 10.2の証明から，(δ) = (δÔk)Dk である．よって，f = δÔk を示
せばよい．δÔk ⊂ Okかつ δÔkはOkのイデアルだから，δÔk ⊂ fである．また，
δ−1f ⊂ δ−1Z[θ] = Ẑ[θ]より，

Trk/Q(δ
−1fOk) = Trk/Q(δ

−1f) ⊂ Trk/Q(Ẑ[θ]) ⊂ Z.

よって，δ−1f ⊂ Ôk, f ⊂ δÔk．ゆえに，f = δÔk．

補題 10.5. pをOkの素イデアルとする．pZ = p ∩ Zとする．(p) = pea, aは pと
素なOkのイデアルとかく．さらに，θ ∈ aを k = Q(θ), θ /∈ pとして，R = Z[θ]
とおく．そのとき，もし，すべてのm = 1, 2, . . .に対して，自然な単射準同型

R/(R ∩ pm) −→ Ok/p
m

が同型ならば，p ∤ fθである．
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[証明] δ = δθとおく．d = Nk/Q(δ)とおく．d = pra, p ∤ aとかく．仮定から，
任意の β ∈ Okに対して，ρ ∈ Rで，γ = β − ρ ∈ perとなるものが存在する．その
とき，

R = δR̂ ⊃ δOk ⊃ Nk/Q(δ)Ok

= praOk = aperar ⊃ aγθrOk.

よって，aγθr ∈ R．したがって，

aβθr = aγθr + aρθr ∈ R.

これが任意のβ ∈ Okについて成り立つから，aθrOk ⊂ R．したがって，aθrOk ⊂ fθ,

fθ| aθrOkである．p ∤ aθrOkより，p ∤ fθである．

補題 10.6. pをOkの素イデアルとし，aをOkのイデアルで，p ∤ aであるものと
する．そのとき，θ ∈ a，θ /∈ pで，次の性質を持つものが存在する：k = Q(θ)，任
意のm = 1, 2, . . .に対して，Z[θ]はOk/p

mの完全剰余系を含む．

[証明] pZ = p ∩ Zとする．Ok/pは Fpの f 次拡大体である．Ok/p = Fp(ζ̄),

ζ̄ = ζ (mod p), ζ ∈ Ok である．φ̄(X) ∈ Fp[X]を ζ̄ の Fp上の最小多項式とする．
φ(X) ∈ Z[X]を φ̄(X) = φ(X) (mod p) となるものとする．もし，φ(ζ) ∈ p2なら
ば，π ∈ p− p2をとると，

φ(ζ + π) ≡ φ(ζ) + φ′(ζ)π (mod p2), φ′(ζ) /∈ p

より，φ(ζ + π) /∈ p2である．よって，最初から，φ(ζ) /∈ p2としてよい．中国剰余
定理によって，θ ∈ Okで，θ ≡ 0 (mod a), θ ≡ ζ (mod p2) を満たすものが存在
する．さらに，θは k = Q(θ)となるようにとれる．そうでないとして，β ∈ Okを
k = Q(β)にとり，0 ̸= u ∈ ap2 ∩ Zをとる．そのとき，補題??の証明から，v ∈ Z
で，θ′ = θ+ uvβが k = Q(θ′)となるものが存在する．この θ′は，θ′ ≡ 0 (mod a),

θ′ ≡ ζ (mod p2)を満たす．よって，はじめから k = Q(θ)であるとしてよい．任
意の ξ ∈ Okをとる．そのとき，ψ(X) ∈ Z[X]で，ξ ≡ ψ(ζ) (mod p)となるもの
が存在する．したがって，ξ ≡ ψ(θ) (mod p)．したがって，補題の主張のm = 1

の場合が証明された．m > 1とする．φ(ζ) ∈ p− p2かつφ(θ) ≡ φ(ζ) (mod p2)よ
り，φ(θ) ∈ p − p2である．したがって，補題 8.1より，ξ0, . . . , ξm−1をOk/pの完
全代表系からとって，

ξ ≡ ξ0 + ξ1φ(θ) + · · ·+ ξm−1φ(θ)
m−1 (mod pm)

となるようにとれる．m = 1の場合によって，Ok/pの完全代表系はZ[θ]からとれ
たので，Ok/p

mの完全代表系は Z[θ]からとれる．

定理 10.7. 共役差積Dkはすべての θ ∈ Okの共役差積 δθたちの最大公約イデア
ルである．
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[証明] 命題 10.4より，Dkはすべての θ ∈ Okの共役差積 δθたちの公約イデアル
である．補題 10.5，10.6より，任意の素イデアル pに対して，θ ∈ Okで，p ∤ fθ と
なるものが存在する．命題 10.4より，(δθ) = Dkfθだから，Dkはすべての θ ∈ Ok

の共役差積 δθたちの最大公約イデアルである．

定理 10.8. pをOkの素イデアルとし，pZ = p∩Zとする．eを pの k/Qにおける
分岐指数とする．pν∥Dkとする．そのとき，

ν = e− 1, p ∤ e,
ν > e− 1, p|e.

[証明] φ(X), θ ∈ Ok を補題 10.6の証明のようにとる．そのとき，k = Q(θ),

p ∤ fθ であり，p∥φ(θ)である．命題 10.4より，pν∥δ = δθである．p ∤ fθより，γ ∈ fθ
で，γ /∈ pとなるものがとれる．f(X)を θのQ上の最小多項式とし，f̄(X) = f(X)

(mod p)の Fp[X]における分解を

f̄(X) = ḡ(X)φ̄(X)m

とする．ここで，g(X) ∈ Z[X]はモニックで，ḡ(X)は φ̄(X)と互いに素である．そ
のとき，g(θ) ̸≡ 0 (mod p)である．実際，もし，g(θ) ≡ 0 (mod p)ならば，φ̄(X)が
θ (mod p)のFp上の最小多項式だから，ḡ(X)は φ̄(X)で割り切れる．これは矛盾で
ある．p ∤ g(θ), p∥φ(θ)より，pm∥g(θ)φ(θ)mである．f(X) = g(X)φ(X)m+ ph(X),

h(X) ∈ Z[X]とかける．X = θを代入すれば，f(θ) = 0, pe∥(p)より，

g(θ)φ(θ)m = −ph(θ) ≡ 0 (mod pe).

ゆえに，m ≥ eである．(p) = pea, p ∤ aとかく．α ∈ Okを α ≡ 0 (mod a), α ≡ 1

(mod p)にとれば，p|αφ(θ)e である．よって，αφ(θ)e = pω, ω ∈ Ok とかける．
γω, γα ∈ fθ ⊂ Z[θ] より，ψ(X), ξ(X) ∈ Z[X]が存在して，γω = ψ(θ), γα = ξ(θ)

とかける．γαφ(θ)e = pγωより，ξ(θ)φ(θ)e = pψ(θ)．したがって，

ξ(X)φ(X)e − pψ(X) = f(X)η(X), η(X) ∈ Z[X].

これを (mod p)でみれば，

ξ̄(X)φ̄(X)e = f̄(X)η̄(X) = ḡ(X)φ̄(X)mη̄(X).

ここで，γα = ξ(θ)は pと素だから，ξ̄(X)は ¯φ(X)と素である．よって，e ≥ mで
ある．ゆえに，m = eであり，

f(X) ≡ g(X)φ(X)e (mod p).

これを微分して，

f ′(X) ≡ g′(X)φ(X)e + eg(X)φ(X)e−1φ′(X) (mod p),
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f ′(θ) ≡ g′(θ)φ(θ)e + eg(θ)φ(θ)e−1φ′(θ) (mod p).

したがって，
δθ ≡ eg(θ)φ(θ)e−1φ′(θ) (mod pe)

を得る．これと，p∥φ(θ), g(θ)φ′(θ) /∈ pから，p ∤ eならば，ν = e− 1, p|eならば，
ν ≥ eがわかる．

定理 10.9 (Dedekindの判別定理). 素数 pが n次代数体 kにおいて，

(p) = pe11 · · · pegg , N(pi) = pfi , i = 1, . . . , g

と分解したとする．また，pν∥Dkとする．そのとき， p ∤ ei, i = 1, . . . , gならば，

ν =

g∑
i=1

(ei − 1)fi

であり，ある iについて，p|eiならば，

ν >

g∑
i=1

(ei − 1)fi

である．特に，pが k/Qで分岐するための必要十分条件は，pが判別式Dkを割り
切ることである．

定理 10.10. kを n次代数体，θを k = Q(θ) となるOkの元とする．f(X)を θの
Q上の最小多項式とし，pを指数 (Ok : Z[θ])と素な素数とする．そのとき，多項
式 f(X) mod pの Fp[X]におけるモニック既約多項式への分解を

f(X) ≡ φ1(X)e1 · · ·φg(X)eg (mod p)

とすれば，pの kにおける素イデアル分解は

(p) = pe11 · · · pegg

で与えられる．ここで，pi = (p, φi(θ))であり，piの剰余次数は fi = degφi(X)に
等しい．

[証明] g(X) ∈ Z[X]に対して，ḡ(X) = g(X) mod p ∈ Fp[X]とかく．p ∤ (Ok :

Z[θ])であるから，任意の α ∈ Ok に対して，多項式 g(X) ∈ Z[X]が存在して，
α ≡ g(θ) (mod pOk)となる．よって，自然な準同型Z[θ] −→ Ok/pOk は全射であ
る．その核は pOk ∩ Z[θ] = pZ[θ]である．実際，pα = g(θ), α ∈ Ok, g(X) ∈ Z[X]

とすれば，m = (Ok : Z[θ])とおくとき，ms+ pt = 1, s, t ∈ Z, mα = h(θ)とかけ
るから，α = smα+ tpα = sh(θ) + tg(θ) ∈ Z[θ]である．したがって，

Z[θ]/pZ[θ] ∼= Ok/pOk
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を得る．各 i = 1, . . . , gに対して，φ̄i(X)|f̄(X)より，準同型

λi : Z[θ] −→ Fp[X]/(φ̄i(X))

を λi(g(θ)) = ḡ(X) mod (φ̄i(X))によって定義できる．これは全射であり，体の
同型

Z[θ]/ kerλi ∼= Fp[X]/(φ̄i(X))

を得る．pZ[θ] ⊂ kerλiであるから，自然な全射準同型

Ok/pOk
∼= Z[θ]/pZ[θ] −→ Z[θ]/ kerλi ∼= Fp[X]/(φ̄i(X))

がある．したがって，素イデアル pi ⊃ pOk が存在して，

λ̃i : Ok/pi ∼= Fp[X]/(φ̄i(X))

となる．λi(φi(θ)) = 0より，φi(θ) ∈ pi，したがって，(p, φi(θ)) ⊂ piである．任
意の α ∈ pi に対して，g(X) ∈ Z[X]を，α ≡ g(θ) (mod pOk)にとれば，0 =

λ̃i(α mod pi) = ḡ(X) mod φ̄i(X)より，

g(X) = φi(X)h(X) + pℓ(X), h(X), ℓ(X) ∈ Z[X]

とかける．よって，g(θ) ∈ (p, φi(θ)), α ∈ (p, φi(θ))である．ゆえに，pi = (p, φi(θ))

である．さらに，pを割る素イデアル pは，上のような piしかないことが次のよ
うにわかる．準同型ψ : Fp[X] −→ Ok/pをψ(ḡ(X)) = g(θ) mod pによって定義す
れば，これは全射であり，体の同型

Fp[X]/ kerψ ∼= Ok/p

を得る．f̄(X) ∈ kerψであり，kerψはモニック既約多項式で生成される単項イ
デアルであるから，ある iについて，kerψ = (φ̄i(X))である．そのとき，0 =

ψ(φ̄i(X)) = φi(θ) mod pより，pi = (p, φi(θ)) ⊂ pがわかる．pi, pともにOkの極
大イデアルであるから，p = piである．i ̸= jならば，φ̄i(X)と φ̄j(X)は互いに素
であるから，a(X), b(X), c(X) ∈ Z[X]が存在して，

a(X)φi(X) + b(X)φj(X) = 1 + pc(X)

とかける．これから，1 ∈ (p, φi(θ), φj(θ)) = pi + pj を得る．よって，pi ̸= pjであ
る．fi = degφi(X)とすれば，同型Ok/pi ∼= Fp[X]/(φ̄i(X))より，N(pi) = pfi を
得る．

f(X) = φ1(X)e1 · · ·φg(X)eg + pd(X), d(X) ∈ Z

とかけるから，X = θを代入すれば，f(θ) = 0より，

φ1(θ)
e1 · · ·φg(θ)

eg ∈ pOk
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である．pi = (p, φi(θ))より，pe11 · · · pegg ⊂ pOkを得る．一方，pの kにおける素イ
デアル分解を

(p) = p
e′1
1 · · · pe

′
g
g

とすれば，ei ≥ e′i, i = 1, . . . , gを得る．これと

g∑
i=1

eifi = deg f(X) = [k : Q] =

g∑
i=1

e′ifi

より，ei = e′i, i = 1, . . . , gを得る．

系 10.11. 各 i = 1, . . . , gに対して，Ok/p
ei
i
∼= Fp[X]/(φi(X)ei) が成り立つ．また，

peii = (p, φi(θ)
ei)である．

[証明] ei = 1の場合は既に示した．ei ≥ 2とする．pi = (p, φi(θ))より，もし，
p2i |φi(θ)ならば，p2i |pより，pi = (p, φi(θ)) ⊂ p2i となって矛盾である．したがって，
pi∥φi(θ)である．Ok/pi ∼= Fp[X]/(φi(X))より，1, θ, . . . , θfi−1はOk/piの Fp上の
基底である．したがって，補題 8.1より，θaφi(θ)

b, 0 ≤ a ≤ fi − 1, 0 ≤ b ≤ ei − 1

がOk/p
ei
i の Fp上の基底としてとれる．g(X) 7−→ g(θ) mod peii によって定義され

る準同型Fp[X] −→ Ok/p
ei
i は，明らかに全射である．任意の g(X) ∈ Fp[X]は割り

算によって，

g(X) = r0(X) + r1(X)φi(X) + · · ·+ rei−1(X)φi(X)ei−1 + q(X)φi(X)ei ,

rj(X) ∈ Fp[X]は fi − 1次以下の多項式，とかけるから，この核は (φi(X)ei)であ
ることがわかる．pi = (p, φi(θ)), p ∈ peii より，

(p, φi(θ)
ei) ⊂ peii = (pei , pei−1φi(θ), . . . , pφi(θ)

ei−1, φi(θ)
ei) ⊂ (p, φi(θ)

ei).

すなわち，peii = (p, φi(θ)
ei)である．

命題 10.12. Okの piに関する完備化をOk,piとかく．そのとき，Ok,piは θµφi(θ)
ν,

0 ≤ µ ≤ fi − 1, 0 ≤ ν ≤ ei − 1を基底とする階数 eifiの自由Zp-加群である．

[証明] iを固定して，pi = p, ei = e, fi = f , φi(θ) = πとかく．(p) = pea,

(πe) = peb, a, bは pと素な整イデアル，とかける．よって，(p)b = (πe)aである．
bのイデアル類の逆の類から pと素な整イデアル cをとれば，bc = (γ), γ ∈ Okは
pと素である．そのとき，(p)(γ) = (πe)acより，δ = pγ/πeとおけば，(δ) = ac で
あるから，δ ∈ Ok, δは pと素である．pγ = πeδである．任意の α ∈ Okをとる．
任意の n ≥ 1に対して，

α ≡
n−1∑
t=0

pt βt (mod pne),

βt =

f−1∑
µ=0

e−1∑
ν=0

c(t)µνθ
µπν , c(t)µν ∈ {0, 1, . . . , p− 1}
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を満たす c
(t)
µνがとれることを示そう．δ′ ∈ Okを δ′δ ≡ 1 (mod pne)にとる．そのと

き，πe ≡ pγδ′ (mod p(n+1)e)である．λ0 = αとおく．λ0 ≡ β0 (mod pe),

β0 =
e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

c(0)µν θ
µπν , ∃c(0)µν ∈ {0, 1, . . . , p− 1}

となる．λ0 − β0 ∈ pe = (p, πe)であるから，λ0 − β0 = pξ1 + πeη1, ξ1, η1 ∈ Ok と
かける．よって，λ1 = ξ1 + γδ′η1 ∈ Okとおけば，

λ0 − β0 ≡ pλ1 (mod p(n+1)e).

λ1 ≡ β1 (mod pe),

β1 =
e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

c(1)µν θ
µπν , ∃c(1)µν ∈ {0, 1, . . . , p− 1}

である．λ1−β1 = pξ2+πeη2, ξ2, η2 ∈ Okとかける．よって，λ2 = ξ2+ γδ′η2 ∈ Ok

とおけば，
λ1 − β1 ≡ pλ2 (mod p(n+1)e).

これを繰り返して，t = 0, 1, 2, . . . , n− 1に対して，βt, λt ∈ Okで，

βt =
e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

c(t)µνθ
µπν , ∃c(t)µν ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

λt − βt ≡ pλt+1 (mod p(n+1)e)

となるものをとれる．

λt − pλt+1 ≡ βt (mod p(n+1)e)

の両辺に ptをかけて，t = 0, 1, . . . , n− 1について加えれば，

α− pnλn ≡
n−1∑
t=0

pt βt (mod p(n+1)e),

α ≡
n−1∑
t=0

pt βt (mod pne)

を得る．cµν =
∑n−1

t=0 c
(t)
µνpt ∈ Zとおけば，

α ≡
e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

cµνθ
µπν (mod pne)
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を得る．次に，任意のα ∈ Ok,pをとる．n = 1, 2, . . .について，α ≡ αn (mod pneOk,p)

となる αn ∈ Okをとる．上で示したことから，cµν(n) ∈ Zを

αn ≡
e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

cµν(n)θ
µπν (mod pne)

となるようにとれる．

αn+1 ≡
e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

cµν(n+ 1)θµπν (mod p(n+1)e)

と αn+1 ≡ αn (mod pne)より，

e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

(cµν(n+ 1)− cµν(n))θ
µπν ≡ 0 (mod pne).

これを mod peでみれば，cµν(n+ 1)− cµν(n) ≡ 0 (mod p), ∀µ, νを得る．cµν(n+
1)− cµν(n) = pd

(1)
µν , d

(1)
µν ∈ Zとかけば，

e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

pd(1)µν θ
µπν ≡ 0 (mod pne),

したがって，
e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

d(1)µν θ
µπν ≡ 0 (mod p(n−1)e).

これをmodpe でみれば，d(1)µν ≡ 0 (mod p), ∀µ, ν を得る．この議論を繰り返せ
ば，結局，cµν(n + 1) − cµν(n) ≡ 0 (mod pn), ∀µ, ν を得る．これから，cµν =

limn→∞ cµν(n) ∈ Zpが定まり，

α = lim
n→∞

αn =
e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

cµνθ
µπν

を得る．{θµπν | 0 ≤ µ ≤ f − 1, 0 ≤ ν ≤ e − 1} は Zp上 1次独立である．実際，
cµν ∈ Zpとして，

e−1∑
ν=0

f−1∑
µ=0

cµνθ
µπν = 0

とする．ここで，もし，ある係数は 0でないとすれば，適当な pのべきで割ること
によって，ある係数はZpの単数であるとしてよい．そのとき，この等式を mod pe

で見ることによって，cµν ≡ 0 (mod p), ∀µ, νを得るが，これはある係数が Zpの
単数であることに矛盾する．したがって，{θµπν | 0 ≤ µ ≤ f − 1, 0 ≤ ν ≤ e − 1}
は Zp上 1次独立である．
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