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目標 線形代数について，基礎線形代数学で学んだベクトルと行列に関する基
本事項を基礎として，ベクトル空間の基本的概念，線形写像の固有値等の内容を
解説する．
記号 R, Cをそれぞれ実数全体，複素数全体の集合とする．
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5 行列式

5.1 置換

nを自然数 nとし，n個の文字 1, 2, · · · , nからなる集合を

Mn = {1, 2, · · · , n}

とする．写像
σ : Mn −→ Mn

が全単射であるとき，σをMnの置換といい，

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)

と表す．σ(1), σ(2), · · · , σ(n)は互いに相異なり 1, 2, · · · , nを並べ替えたものであ
る．したがって，Mnの置換全体の集合を Snとすると，Snは n!個の元からなる．
σ(k) = kとなる部分は省略してかくことにする．例えば，(

1 2 3 4

2 4 3 1

)
=

(
1 2 4

2 4 1

)

とかく．σ, τ ∈ Snのとき，合成写像 στ : Mn −→ Mn も全単射だから，στ ∈ Sn

である．στ を σと τ の積という．任意の ρ, σ, τ ∈ Snに対して，結合法則

(ρσ)τ = ρ(στ)

が成立する．

例 5.1.

σ =

(
1 2 3

2 3 1

)
, τ =

(
1 2 3

2 1 3

)
とすると，

στ =

(
1 2 3

3 2 1

)
, τσ =

(
1 2 3

1 3 2

)
.

これからわかるように，στ と τσは一般には異なる．

恒等写像 ϵ : Mn −→ Mnを単位置換という．任意の σ ∈ Snに対して，

ϵσ = σϵ = σ

が成立する．
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σ ∈ Snに対して，写像 σの逆写像 σ−1 : Mn −→ Mnも全単射だから，σ−1 ∈ Sn

である．σ−1を σの逆置換という．

σ−1σ = σσ−1 = ϵ

が成立する．
i, j ∈ Mn, i ̸= j に対して，σ(i) = j, σ(j) = i, σ(k) = k (k ̸= i, j)によって定ま
る σ ∈ Sn を (i j)とかく．これを互換という．(

i j

j i

)
= (i j).

互換と同様に，a1, a2, . . . , arをMnの相異なる元とするとき，(
a1 a2 · · · ar−1 ar
a2 a3 · · · ar a1

)
= (a1 a2 . . . ar−1 ar)

とかく．このような置換を r-サイクルと呼ぶ．任意の置換は互いに共通の数字を
含まないようなサイクルの積に表すことができる．例えば，(

1 2 3 4 5

3 4 5 2 1

)
= (1 3 5)(2 4).

さらに，r-サイクルは次のように互換の積に表せる．

(a1 a2 . . . ar−1 ar) = (a1 a2)(a2 a3) · · ·（ar−2 ar−1)(ar−1 ar).

例えば，(1 3 5) = (1 3)(3 5)である．以上によって，次の命題を得る．

命題 5.1. 任意の置換は互換の積として表すことができる．

命題 5.2. Snの任意の元は，互換 (1 2), (2 3), · · · , (n− 1n)の積として表せる．

[証明] nに関する帰納法で証明する．n = 2のときは明らかである．n > 2と
して，Sn−1の任意の元は，互換 (1 2), (2 3), · · · , (n − 2n − 1)の積として表せる
とする．命題 5.1より，任意の元は互換の積であるから，任意の互換 (a b) ∈ Sn

が互換 (1 2), (2 3), · · · , (n − 1n)の積として表せることを示せばよい．1 ≤ a <

b ≤ n − 1ならば，(a b) ∈ Sn−1 であるから，帰納法の仮定によって，(a b)は
互換 (1 2), (2 3), · · · , (n − 1n)の積として表せる．b = nのとき，互換 (a n)は
(a n) = (a n−1)(n−1n)(a n−1)とかけ，(a n−1)は (1 2), (2 3), · · · , (n−2n−1)

の積としてかけるから，互換 (a n)は互換 (1 2), (2 3), · · · , (n− 1n)の積として表
せる．よって，(a n)も互換 (1 2), (2 3), · · · , (n− 1n)の積として表せる．
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例 5.2.

σ =

(
1 2 3 4 5

2 5 4 3 1

)
を互換の積で表す．

σ1 = (1 2 5)(3 4) = (1 2)(2 5)(3 4).

変数 x1, · · · , xnの多項式P と置換 σ ∈ Snに対して，変数 x1, · · · , xnを，それぞ
れ xσ(1), · · · , xσ(n)で置き換えて得られる多項式を σP で表す．σ, τ ∈ Snとすると，

σ(τxi) = σxτ(i) = xσ(τ(i)) = (στ)xi

であるから，一般の多項式 P についても，

σ(τP ) = (στ)P

が成り立つ．今，∆nを次のような多項式とする．

∆n =
∏

i<j(xi − xj)

= (x1 − x2) (x1 − x3) · · · (x1 − xn)

×(x2 − x3) (x2 − xn)
. . .

...

×(xn−1 − xn).

∆2 = x1 − x2, ∆3 = (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3)である．

(1 2)∆3 = (x2 − x1)(x2 − x3)(x1 − x3) = −∆3,

(2 3)∆3 = (x1 − x3)(x1 − x2)(x3 − x2) = −∆3,

であり，(1 3) = (1 2)(2 3)(1 2)であるから，(1 3)∆3 = (1 2)(2 3)(1 2)∆3 = (−1)3∆3 =

−∆3 がわかる．一般に，∆nは，互換 (i j)に対して，

(i j)∆n = −∆n

を満たすことが nに関する帰納法によって証明される．

命題 5.3. 1つの置換を互換の積で表すとき，偶数個の互換の積であるか奇数個の
互換の積であるかは，与えられた置換によって定まる．

[証明] σを与えられた置換とする．

σ = σ1σ2 · · ·σs = τ1τ2 · · · τt

σi, τjは互換，と書けたとする．このとき，

σ∆ = (σ1σ2 · · ·σs−1)(σs∆)

= −(σ1σ2 · · ·σs−1)∆

= · · · · · · = (−1)s∆.
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同様に，

τ∆ = (τ1τ2 · · · τt−1)(τt∆)

= −(τ1τ2 · · · τt−1)∆

= · · · · · · = (−1)t∆.

したがって，(−1)s = (−1)tとなり，s, tはともに偶数であるか，またはともに奇
数である．
偶数個の互換の積として表せる置換を偶置換といい，奇数個の互換の積として
表せる置換を奇置換という．単位置換は偶置換とする．置換 σに対して，その符
号 sgn(σ)を

sgn(σ) =

{
+1, σが偶置換のとき
−1, σが奇置換のとき

と定義する．

sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ),

sgn(σ−1) = sgn(σ)

が成り立つ．

補題 5.4. Sn = {σ1, · · · , σN} (N = n!)とするとき，

(1) τ ∈ Snならば，{σ1τ, · · · , σNτ} = Sn.

(2) {σ−1
1 , · · · , σ−1

N } = Sn.

[証明] σiτ = σjτ とすると，

(σiτ)τ
−1 = (σjτ)τ

−1, σiϵ = σjϵ, σi = σj

したがって，i = jとなる．よって，σ1τ, · · · , σNτ は相異なるから，これらのなす
集合は Sn全体と一致する．次に，σ−1

i = σ−1
j とすると，

σjσ
−1
i = σjσ

−1
j = ϵ,

(σjσ
−1
i )σi = ϵσi = σi,

σj = σjϵ = σj(σ
−1
i σi) = σi.

したがって，i = jとなる．よって，σ−1
1 , · · · , σ−1

N は相異なるから，これらのなす
集合は Sn全体と一致する．
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5.2 行列式の定義

n次正方行列

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 = (a1, · · · ,an)

に対して，和 ∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n

をAの行列式とよび，

|A|, detA, D(a1, · · · ,an),

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とかく．

例 5.3. S2 = {ϵ, (1 2)}，sgn(ϵ) = 1，sgn((1 2)) = −1だから，∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

である．

レポート問題 1.

S3 =

{
1, (1 2), (1 3), (2 3),

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)}
.

について，各元の符号を求めよ．さらに，3次行列A = (aij)の行列式をその成分
の多項式として表わせ．

5.3 行列式の基本的性質

行列式の性質の中で，記号D(a1, · · · ,an)を用いて説明できるものから述べる．

命題 5.5. 行列式D(a1, · · · ,an) は次の性質を持つ:

(1) D(a1, · · · ,aj + a′
j, · · · ,an) = D(a1, · · · ,aj, · · · ,an)

+D(a1, · · · ,a′
j, · · · ,an).
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(2) D(a1, · · · , caj, · · · ,an) = cD(a1, · · · ,aj, · · · ,an).

(3) D(aτ(1), · · · ,aτ(n)) = sgn(τ)D(a1, · · · ,an), τ ∈ Sn.

系 5.6. ある j ̸= kに対して，aj = akならば，D(a1, · · · ,an) = 0である．

系 5.7. c ∈ R, j ̸= kならば，

D(a1, · · · ,aj + cak, · · · ,an) = D(a1, · · · ,aj, · · · ,an).

[証明]

D(a1, · · · ,aj + a′
j, · · · ,an)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · (aσ(j)j + a′σ(j)j) · · · aσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n

+
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · a′σ(j)j · · · aσ(n)n

= D(a1, · · · ,aj, · · · ,an) +D(a1, · · · ,a′
j, · · · ,an).

D(a1, · · · , caj, · · · ,an) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · (caσ(j)j) · · · aσ(n)n

= c
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n

= cD(a1, · · · ,aj, · · · ,an).

τ ∈ Snに対して，bj = aτ(j)，j = 1, . . . , nとおく．bij = aiτ(j)である．補題 5.4

の (1)を用いれば，

D(aτ(1), · · · ,aτ(n)) = D(b1, · · · , bn)
=

∑
σ∈Sn

sgn(σ)bσ(1)1 · · · bσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)τ(1) · · · aσ(n)τ(n) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

aσ(i)τ(i)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

j=1

aστ−1(j)j (στ−1 = σ′)

=
∑
σ′∈Sn

sgn(σ′τ)aσ′(1)1 · · · aσ′(n)n

= sgn(τ)D(a1, · · · ,an).

aj = akならば，τ = (j k)として，(3)を適用すると，D(a1, · · · ,an) = 0を得
る．(1)と系 1から，系 2がでる．
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命題 5.8. 単位行列 I = (e1, · · · , en) の行列式は 1である．

[証明]

D(e1, · · · , en) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)δσ(1)1 · · · δσ(n)n

= 1

となる．

命題 5.9.

|tA| = |A|.

[証明] tA = (a′ij)とおくと，a′ij = ajiであるから，

|tA| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a′σ(1)1 · · · a′σ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n).

かけ算の順序を入れ換えれば，

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n) = sgn(σ−1)aσ−1(1)1 · · · aσ−1(n)n

だから，補題 5.4より，

|tA| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)aσ−1(1)1 · · · aσ−1(n)n

=
∑
σ′∈Sn

sgn(σ′)aσ′(1)1 · · · aσ′(n)n

= |A|

となる．

レポート問題 2. 行列式の性質を用いて計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 5 6

3 7 10

∣∣∣∣∣∣∣
注意 5.1. 命題 5.5と命題 5.9より，行についても命題 5.5とと同様なことが成り
立つ．

A =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3
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とするとき，

|A| = |tA| =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
a2 a1 a3
b2 b1 b3
c2 c1 c3

∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣
a2 b2 c2
a1 b1 c1
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ . (Aの第 1行と第 2行を交換した行列式)

5.4 行列式の展開

n次の行列式は n− 1次の行列式の和として表せることを示そう．n次行列A =

(aij)から，その第 i行と第 j列をとり除いて得られる n − 1次行列を Aij とかく．
このとき，

定理 5.10.

(1) |A| =
n∑

i=1

(−1)i+jaij|Aij| (j = 1, 2, · · · , n).

(2) |A| =
n∑

j=1

(−1)i+jaij|Aij| (i = 1, 2, · · · , n).

n = 4とする．i = 1, j = 4とする．

e1 =


1

0

0

0

 , e2 =


0

1

0

0

 , e3 =


0

0

1

0

 , e4 =


0

0

0

1


とおけば，a4 = a14e1 + a24e2 + a34e3 + a44e4 であるから，

D(a1,a2,a3,a4) = a14D(a1,a2,a3, e1) + a24D(a1,a2,a3, e2)

+ a34D(a1,a2,a3, e3) + a44D(a1,a2,a3, e4).
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ここで，第 4項について，a′i4 = 0, i = 1, 2, 3, a′44 = 1とすれば，

D(a1,a2,a3, e4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
σ∈S4

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2aσ(3)3a
′
σ(4)4

=
∑

σ∈S4,σ(4)=4

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2aσ(3)3

=
∑
σ∈S3

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2aσ(3)3

=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = |A44|.

第 3項についても，上の結果から

D(a1,a2,a3, e3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 1

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a21 a22 a23 0

a41 a42 a43 0

a31 a32 a33 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣ = −|A34|.
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第 2項についても，同様に，

D(a1,a2,a3, e2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a21 a22 a23 1

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a31 a32 a33 0

a21 a22 a23 1

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

a21 a22 a23 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a31 a32 a33
a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣ = |A24|.

第 1項についても，同様に，

D(a1,a2,a3, e1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 1

a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23 0

a11 a12 a13 1

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 0

a11 a12 a13 1

a41 a42 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 0

a11 a12 a13 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣ = −|A14|.
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以上によって，∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)5|A14|+ (−1)6|A24|+ (−1)7|A34|+ (−1)8|A44|

が示された．一般の場合も同様である．

定理 5.11.

(1)
n∑

i=1

(−1)i+jaik|Aij| = δkj|A|.

(2)
n∑

j=1

(−1)i+jakj|Aij| = δki|A|.

[証明] (1) k = jの場合が前の定理である．k ̸= jの場合，右辺は 0である．左
辺は，|A|において，第 j列を第 k列で置き換えて得られる行列式

D(a1, · · · ,
j︷︸︸︷
ak , · · · ,

k︷︸︸︷
ak , · · · ,an)

の第 j 列に関する展開だから，系 5.6より 0である．(2)は命題 5.9と (1)からで
る．

例 5.4. 行列式の展開を用いて計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

1 4 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
例 5.5. 行列式の性質を用いて計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

a b c

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣
レポート問題 3. 行列式の展開を用いて計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2

0 4 1

0 7 2

∣∣∣∣∣∣∣
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5.5 クラメールの公式

Aが n次正則行列のとき，任意の b ∈ Rn に対して，連立 1次方程式

Ax = b

は唯一つの解 x = A−1b を持った．この xを行列式を用いて表す．

A = (a1, · · · ,an),

x =


x1

x2

...

xn

 , b =


b1
b2
...

bn


とする．このとき，

定理 5.12. クラメールの公式 Ax = bならば，

D(a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an) = xj|A|

となる．特に，|A| ̸= 0ならば，

xj =
1

|A|
D(a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an) (j = 1, 2, · · · , n).

[証明] Ax = bならば，

b = x1a1 + · · ·+ xnan

である．このとき，

D(a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an)

=
n∑

k=1

xkD(a1, · · · ,aj−1,ak,aj+1, · · · ,an)

= xj|A|

となる．

5.6 積の行列式

定理 5.13. A,Bを n次行列とすると，|AB| = |A||B| が成り立つ．
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[証明] A = (a1, · · · ,an), B = (bij) とすると，

AB = (
n∑

k1=1

bk11ak1 , · · · ,
n∑

kn=1

bknnakn).

したがって，

|AB| =
n∑

k1,··· ,kn=1

bk11 · · · bknnD(ak1 , · · · ,akn)

=
∑
σ∈Sn

bσ(1)1 · · · bσ(n)nD(aσ(1), · · · ,aσ(n))

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)bσ(1)1 · · · bσ(n)nD(a1, · · · ,an)

= |A||B|

となる．

定理 5.14. Aを n次行列とするとき，

A が正則⇐⇒ |A| ̸= 0

である．また，|A| ̸= 0であるとき，Aの逆行列A−1 は次の公式で与えられる．

A−1 =
1

|A|
t(αij).

ここで，αij = (−1)i+j|Aij|である．αijをAにおける aijの余因子という．

[証明] Aが正則であるとする．このとき，

AA−1 = I.

したがって，
|A||A−1| = 1.

ゆえに，|A| ̸= 0. 逆に，|A| ̸= 0ならば，定理 5.11より，

n∑
i=1

aik
αij

|A|
= δjk,

n∑
j=1

akj
αij

|A|
= δki.

よって，

B =
1

|A|
t(αij)

とおけば，
BA = I, AB = I.

すなわち，B = A−1である．
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6 ベクトル空間

6.1 部分空間

定義 6.1. Rnの部分集合W が次の条件 (i), (ii)を満たすとき Rnの部分空間であ
るという．

(i) ∀x,y ∈ W に対して，x+ y ∈ W ;

(ii) ∀x ∈ W , ∀k ∈ R に対して，kx ∈ W .

例 6.1. R3の部分集合

W =


 x1

x2

x3

 ; 2x1 + 3x2 − x3 = 0


は部分空間である．

練習問題 6.1. R4の部分集合

W =




x1

x2

x3

x4

 ; x1 + x2 = 0, x3 − x4 = 0


は部分空間である．

6.2 1次独立と 1次従属

定義 6.2. Rnにおけるベクトル v1,v2, · · · ,vrについて，

k1v1 + k2v2 + · · ·+ krvr = 0

が成り立つのは，k1 = k2 = · · · = kr = 0 の場合に限るとき，v1,v2, · · · ,vrは 1次
独立であるという．そうでないとき，1次従属であるという．

v1,v2, · · · ,vrは 1次独立であることは，v1,v2, · · · ,vr−1が 1次独立であり，vr

が v1,v2, · · · ,vr−1の 1次結合として表せないことと同値である．

例 6.2.

(
2

1

)
,

(
1

1

)
は 1次独立．

 1

2

−1

 ,

 3

1

1

 ,

 5

5

−1

 は 1次従属．

練習問題 6.2.

 1

2

3

 ,

 1

3

5

 ,

 4

3

1

 は 1次独立であることを証明せよ．
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6.3 基底

Rnにおけるベクトル v1,v2, · · · ,vrの 1次結合の全体をW とすると，W はRn

の部分空間になる．このとき，ベクトル v1,v2, · · · ,vrは部分空間W を生成する
という．さらに，v1,v2, · · · ,vr が 1次独立のとき，v1,v2, · · · ,vr をW の基底と
いう．

例 6.3.

 1

0

2

 ,

 0

1

3

 は例 6.1の部分空間W の基底である．

命題 6.1. Rnの部分空間W が r個のベクトル v1,v2, · · · ,vr によって生成される
とする．このとき，s > rならば，s個のW のベクトルは 1次従属になる．

[証明] s = r+1の場合に証明すればよい．rに関する帰納法によって示す．r = 1

のときは，W = {kv1; k ∈ R} であるから，x1,x2 ∈ W は，x1 = a1v1,x2 = a2v1

とかける．a1 = a2 = 0 ならば，x1 + x2 = 0. a1 ̸= 0または a2 ̸= 0ならば，
a2x1 − a1x2 = 0.

r = p − 1のとき，補題が正しいとする．r = pのとき，W1を v1, · · · ,vp−1 に
よって生成されるW の部分空間とする．x1, · · · ,xp+1 ∈ W とすると，

xi = ai1v1 + · · ·+ aipvp, (i = 1, · · · , p+ 1).

もし，a1p = a2p = · · · = ap+1p = 0とすると，W1のベクトル x1, · · · ,xp+1 は帰納
法の仮定から 1次従属である．次に，a1p, a2p, · · · , ap+1pのどれかが 0でないとす
る．x1, · · · ,xp+1の番号をいれかえて，a1p ̸= 0としてよい．

yi = xi − (aip/a1p)x1, (i = 2, · · · , p+ 1)

とおけば，帰納法の仮定から p個のW1のベクトル yi, (i = 2, · · · , p+ 1)は 1次従
属である．よって，少なくとも 1つは 0でないRの元 ki, i = 2, · · · , p + 1が存在
して，

k2y2 + · · ·+ kp+1yp+1 = 0.

k1 = −(k2a2p + · · ·+ kp+1ap+1p)/a1p

とおけば，
k1x1 + · · ·+ kp+1xp+1 = 0.

系 6.2. Rnの n+ 1個のベクトルは 1次従属である．

系 6.3. v1,v2, · · · ,vr, w1,w2, · · · ,ws がともにRnの部分空間W の基底ならば，
r = sである．
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6.4 次元

定義 6.3. Rnの部分空間W ̸= {0} の中で 1次独立なベクトルの最大個数を，W

の次元といい，dimW とかく．すなわち，W の中に r 個の 1次独立なベクトル
が存在し，r 個より多くのベクトルは必ず 1 次従属になるとき，W の次元は r

次元であるという．系 6.2より，1 ≤ dimW ≤ nである．dimW = r ならば，
W は r個のベクトルからなる基底を持つ．dim{0} = 0とおく．

[証明] dimW = rならば，W は r個の 1次独立なベクトル v1,v2, · · · ,vr を
含む．そのとき，W の任意のベクトル v をとると，r + 1 個の W のベクトル
v1,v2, · · · ,vr, v は 1次従属であるから，v は v1,v2, · · · ,vr の 1次結合である．
したがって，v1,v2, · · · ,vr はW を生成し，1次独立であるから，W の基底であ
る．

定理 6.4. Rnの部分空間W がm個のベクトル v1,v2, · · · ,vm によって生成され
るとする．このとき，これらのm個のベクトルのうちの 1次独立なベクトルの最
大個数がW の次元である．

[証明] viがすべて 0ならば，W = {0}だから dimW = 0. v1,v2, · · · ,vm の中
に含まれる 1次独立なベクトルの最大個数が rであるとする．このとき番号をつ
けかえて，v1,v2, · · · ,vr が 1次独立であるとしてよい．r + 1 ≤ j ≤ mとすると
き r + 1個のベクトル v1,v2, · · · ,vr,vjは 1次従属だから，

k1v1 + k2v2 + · · ·+ krvr + kjvj = 0

となる．ここで，k1, · · · , kr, kjの中には少なくとも1つ0でないものがある．v1,v2, · · · ,vr

が 1次独立であることから，kj ̸= 0がわかる．したがって，

vj = −k−1
j (k1v1 + k2v2 + · · ·+ krvr) (r + 1 ≤ j ≤ m).

これから，v1,v2, · · · ,vr はWを生成することがわかる．また，これらは1次独立で
ある．命題6.1より，r個より多くのベクトルは必ず1次従属になるから，dimW = r

である．
V,W を Rnの部分空間で，p = dimV , q = dimW とする．このとき，V ⊂ W

ならば，次元の定義から明らかに，p ≤ qである．さらに

V ⊂ W, p = q =⇒ V = W

が成り立つ．実際，v1, · · · ,vp を V の基底とすると，p = q = dimW であるから，
v1, · · · ,vpはW の基底でもある．

定理 6.5. W を Rnの r次元部分空間とし，s個のW のベクトル v1, · · · ,vsが 1

次独立であるとする．このとき，s < rならば，W に属する r − s個のベクトル
vs+1, · · · ,vr を選んで，v1, · · · ,vs,vs+1, · · · ,vr がW の基底になるようにできる．
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[証明] V1を v1, · · · ,vsによって生成されるW の部分空間とする．このとき，
定理 6.4より，dimV1 = sである．s < rならば，V1 ⊊ W である．したがって，
vs+1 ∈ W , vs+1 /∈ V1 となるベクトルvs+1が存在する．このとき，v1, · · · ,vs,vs+1

は 1次独立である．V2を v1, · · · ,vs,vs+1によって生成されるW の部分空間とす
る．dimV2 = s + 1である．もし，s + 1 = rならば，V2 = W であり，したがっ
て，v1, · · · ,vs,vs+1はW の基底になる．s + 1 < rならば，上の議論を繰り返せ
ばよい．

例 6.4. V =




x1

x2

x3

x4

 ; x1 + x2 = 0

とする．このとき，v1 =


1

−1

0

0

, v2 =


0

0

1

0

 ,v3 =


0

0

0

1

 とおけば，これらは V の基底になる．よって，dimV = 3で

ある．v1,v2,v3 を含むような R4の基底として，v4を V に属さないようにとる，

例えば，v4 =


1

0

0

0

にとれば，v1,v2,v3, v4はR4の基底である．

レポート問題 4. R4の部分空間

V =




x1

x2

x3

x4

 ;x1 + x2 = 0, x3 − x4 = 0


について，次の (1), (2)に答えよ．

(1) V の基底と次元を求めよ．

(2) (1)で求めた V の基底を含むようなR4 の基底を求めよ．

v1 =


1

−1

0

0

, v2 =


0

0

1

1

が V の基底としてとれた．よって，dimV = 2で

ある．v3 /∈ V として v3 =


0

0

1

0

をとる．v1,v2,v3 によって生成される部分空
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間を V1とする．

V ′
1 =




x1

x2

x3

x4

 ; x1 + x2 = 0


とおけば，v1,v2,v3 ∈ V ′

1 であり，したがって，V1 ⊂ V ′
1である．dimV1 = dimV ′

1 =

3であるから，V1 = V ′
1 である．v4 /∈ V1として，v4 =


1

0

0

0

 をとれば，v1, v2,

v3, v4 はR4の基底である．
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7 線形写像

7.1 線形写像と行列

定義 7.1. 写像 f : Rm −→ Rnが

f(x+ y) = f(x) + f(y), x,x ∈ Rm

f(kx) = kf(x), x ∈ Rm, k ∈ R

を満たすとき，f は線形写像であるという．f(0) = 0である．

n×m行列

A =

 a11 . . . a1m
. . . . . . . . . . . . .

an1 . . . anm


に対して，写像 LA : Rm −→ Rnを

LA(x) = Ax, x ∈ Rm

によって定義すれば，LAは線形写像である．Rmの基本ベクトル

e1 =


1

0
...

0

 , e2 =


0

1
...

0

 , . . . , em =


0

0
...

1


はRmの基底であった．e1, . . . , emをRmの標準基底と呼ぶ．線形写像 f : Rm −→
Rnに対して，

f(ej) = aj =


a1j
a2j
...

anj

 , j = 1, . . . ,m

とおく．このとき，

x =


x1

x2

...

xm

 ∈ Rm

に対して
x = x1e1 + . . .+ xmem
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だから，

f(x) = x1f(e1) + . . .+ xmf(em)

= x1a1 + . . .+ xmam

= Ax

したがって，f = LAとなる．

7.2 線形写像の合成

命題 7.1. A = (aij)を n行m列の行列，B = (bjk)をm行 l列の行列とすると，

LALB = LAB

が成立する．

[証明] 合成写像 LALB : Rl −→ Rn も線形写像であることは容易にわかる．
したがって，ある n行 l列の行列 C = (cik)が存在して，LALB = LC とかける．
e1, . . . , elをRl の標準基底とすると，

LB(ek) = bk,

LALB(ek) = LA(bk)

= Abk

=


∑m

j=1 a1jbjk∑m
j=1 a2jbjk
· · ·∑m

j=1 anjbjk

 .

一方，LC(ek) = ckだから，

ck =


∑m

j=1 a1jbjk∑m
j=1 a2jbjk
· · ·∑m

j=1 anjbjk

 .

cik =
m∑
j=1

aijbjk = AB の (i, k)−成分

したがって，C = ABである．

補題 7.2. f を集合X から集合 Y への写像，gを集合 Y から集合 Z への写像，h

を集合Zから集合W への写像とする．そのとき，(hg)f = h(gf)が成り立つ．
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補題 7.2より，(LALB)LC = LA(LBLC)である．したがって，命題 7.1よりただ
ちに，次を得る．

系 7.3. A,B,Cをそれぞれ，n×m，m× l，l × k型の行列とすると，

(AB)C = A(BC)

が成立する．

7.3 像空間，核空間

定義 7.2. 線形写像 f : Rm −→ Rnに対して，

Im f = {f(x) |x ∈ Rm} ,
ker f = {x ∈ Rm | f(x) = 0}

とおく．f の線形性から，Im f はRnの部分ベクトル空間である．これを f の像
空間という．また，ker f はRm の部分ベクトル空間である．これを f の核空間と
いう．

f が全射 ⇐⇒ Im f = Rn,

f が単射 ⇐⇒ ker f = {0}.

[証明] f(0) = 0であるから，fが単射とすれば，ker f = {0}である．逆に，
ker f = {0}とする．f(x) = f(y)とすれば，

f(x− y) = f(x)− f(y) = 0.

したがって，x− y ∈ ker f = {0}である．すなわち，x− y = 0, x = y．ゆえに，
f は単射である．

定理 7.4. 線形写像 f : Rm −→ Rnに対して，

dim Im f + dimker f = m

が成立する．

[証明] dim ker f = s ≤ mとおく． ker f の基底をu1, . . . ,usとする．定理 6.5

より，r = m− s個のベクトル v1, . . . ,vr をとって，

u1, . . . ,us, v1, . . . ,vr

がRmの基底であるようにできる．任意の x ∈ Rmは，

x = x1u1 + . . .+ xsus + y1v1 + . . .+ yrvr
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とかけるから，

f(x) = x1f(u1) + . . .+ xsf(us) + y1f(v1) + . . .+ yrf(vr)

= y1f(v1) + . . .+ yrf(vr).

したがって，Im f は f(v1), . . . , f(vr)で生成される．k1, . . . , kr ∈ Rに対して，

k1f(v1) + . . .+ krf(vr) = 0

とすると，
f(k1v1 + . . .+ krvr) = 0.

すなわち，
k1v1 + . . .+ krvr ∈ ker f.

したがって，
k1v1 + . . .+ krvr = h1u1 + . . .+ hsus

とかけるが，u1, . . . ,us, v1, . . . ,vr がRmの基底であることから，k1 = . . . = kr =

h1 = . . . = hs = 0. したがって，f(v1), . . . , f(vs) は 1次独立である．これで，
dim Im f = r = m− sが示された．

系 7.5. f が全単射ならば，m = nである．

[証明] Im f = Rn, ker f = {0}であるから，dim Im f +dimker f = n+0 = m,

n = m.

系 7.6. m > nならば，f は単射ではない．

[証明] Im f ⊂ Rnより，dim Im f ≤ nである．したがって，m = dim Im f +

dimker f ≤ n + dimker f , dim ker f ≥ m − n > 0. すなわち，ker f ⊋ {0}. ゆえ
に，f は単射でない．

系 7.7. m < nならば，f は全射ではない．

[証明] dim ker f ≥ 0だから，m = dim Im f + dimker f ≥ dim Im f , したがっ
て，dim Im f ≤ m < n, Im f ⊊ Rn. ゆえに，f は全射ではない．

系 7.8. m = nのとき，f が単射⇐⇒ f が全射．

[証明] f が単射だとすれば，ker f = {0}, dim ker f = 0, n = m = dim Im f +

dimker f = dim Im f , Im f = Rn. ゆえに，f は全射である．f が全射だとすれば，
Im f = Rn, dim Im f = n. よって，m = dim Im f + dimker f = n + dimker f ,

dim ker f = m− n = 0. ker f = {0}. ゆえに f は単射である．
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例 7.1. A =

(
2 −1 1

1 4 0

)
のとき，LA : R3 −→ R2について，x =

 x

y

z

 ∈

ker LAとすると，

2x− y + z = 0, x+ 4y = 0,

x = −4y, z = 9y.

したがって，

ker LA =

k

 −4

1

9

 ; k ∈ R

 .

ゆえに，dimker LA = 1．したがって，dim ImLA = 2．a1 =

(
2

1

)
, a2 =(

−1

4

)
, a3 =

(
1

0

)
とおけば，

A

 −4

1

9

 =

(
0

0

)

より，
−4a1 + a2 + 9a3 = 0.

よって，a1,a2,a3は 1次従属である．dim ImLA = 2．

レポート問題 5. A =

 2 1 0

1 −1 3

3 1 1

のとき，線形写像LA : R3 −→ R3について，

dimker LA，dim ImLAを求めよ．さらに，ImLA，ker LAの基底を求めよ． x

y

z

 ∈ ker LAとすれば，

2x+ y = 0,

x− y + 3z = 0,

3x+ y + z = 0.

y = −2x, x+ 2x+ 3z = 0, z = −x, 3x− 2x− x = 0. ゆえに，

ker LA =

k

 1

−2

−1

 ; k ∈ R

 .
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したがって，kerLA の基底として，

 1

−2

−1

 がとれ，dimker LA = 1 である．

dim ImLA = 3 − 1 = 2. ImLAはベクトル

 2

1

3

,

 1

−1

1

,

 0

3

1

で生成さ
れるが，  2

1

3

− 2

 1

−1

1

−

 0

3

1

 =

 0

0

0


であるから，

 2

1

3

,

 1

−1

1

で生成され，これが基底である．
補題 7.9. f を集合Xから集合 Y への写像，gを集合 Y から集合Xへの写像とす
る．そのとき，gf = 1X，1X はX の恒等写像，ならば，f は単射であり，gは全
射である．

[証明] f(x) = f(x′)とすれば，x = g(f(x)) = g(f(x′)) = x′，よって，f は単
射である．任意の x ∈ Xに対して，y = f(x) ∈ Y とおけば，g(y) = g(f(x)) = x,

よって，gは全射である．

命題 7.10. n次行列Aに対して次の 3つの条件は互いに同値である．

(i) Aは正則である．

(ii) BA = Inとなる n次行列Bが存在する．

(iii) AB = Inとなる n次行列Bが存在する．

[証明] (ii)または (iii)を仮定すると，補題 7.9と系 7.8より，LA : Rn −→ Rnは
全単射になる．この逆写像も明らかに線形写像であるから，ある n次行列Cが存
在して，L−1

A = LC となる．このとき，命題 7.1よりAC = CA = In．すなわち，
Aは正則である．また，B = C であることもわかる．(i)⇒(ii), (i)⇒ (iii)は明ら
か．

命題 7.11. Aを n次行列とするとき，連立 1次方程式

Ax = 0

が非自明解 (x ̸= 0となる解 x) を持つための必要十分条件は，

|A| = 0

である．
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[証明] |A| ̸= 0ならば，Aは正則であるから，Ax = 0 ならば，

A−1Ax = 0, x = 0

を得る．|A| = 0ならば，Aは正則でない．したがって，線形写像LA : Rn −→ Rn

は全単射ではない．系 7.8より，LAは単射でない．よって，kerLA ⊋ {0} である．
すなわち，x ̸= 0で，Ax = 0 を満たすものが存在する．

7.4 階数

定義 7.3. n行m列の行列Aに対して，線型写像LA : Rm −→ Rn の像空間の次元
を行列Aの階数といい，rankAとかく．すなわち，

rankA = dim ImLA.

A = (aij)を n行m列の行列とし，ej, (1 ≤ j ≤ m)をRmの標準基底，aj, (1 ≤
j ≤ m)をAの列ベクトルとする．このとき，

LA(ej) = Aej = aj, 1 ≤ j ≤ m

であるから，ImLAは aj, 1 ≤ j ≤ m で生成される．したがって，

rankA = a1, . . . ,am の中で 1次独立なものの最大個数．

命題 7.12. Aを n行m列の行列，P を n次正則行列，Qをm次正則行列とする．
そのとき，

rankPA = rankAQ = rankA

が成り立つ．特に，基本変形によって行列の階数は変わらない．

[証明] LQ : Rm −→ Rm は全単射であるから，ImLQ = Rm である．LAQ =

LALQであるから，ImLAQ = ImLAである．よって，rankAQ = rankAである．
また，LPA = LPLAかつ LP : Rn −→ Rnは全単射であるから，kerLPA = kerLA

である．また，定理 7.4より，

dim ImLPA + dimkerLPA = m,

dim ImLA + dimkerLA = m

であるから，dim ImLPA = dim ImLA を得る．よって，rankPA = rankAであ
る．基礎線形代数学の命題 4.2より，Aに基本変形を繰り返して，階段行列A′が
得られたとすると，A′ = PA, P はm次正則行列，とかける．よって，上に示し
たことから，rankA′ = rankAを得る．
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命題 7.13. A = (aij)を次のようなn行m列の階段行列とする．j1 < j2 < . . . < js,

aij = 0, j < ji, aiji ̸= 0, 1 ≤ i ≤ s, aij = 0, s < i ≤ n, j = 1, . . . ,m. そのとき，
rankA = sである．

[証明] Aの第 j列の列ベクトルを ajとする．そのとき，

aj1 =



a1j1
0

0
...

0
...

0


, aj2 =



∗
a2j2
0
...

0
...

0


, . . . ,ajs =



∗
∗
∗

asjs
0
...

0


であるから，明らかにaj1 , . . . ,ajsは 1次独立である．よって，rankA ≥ sである．
また，すべての列ベクトルajの第 i-成分は s < i ≤ nに対して，0であるから，線
形写像 LA : Rm −→ Rnの像空間 ImLAは e1, . . . , es によって生成される Rnの s

次元部分空間に含まれる．したがって，rankA = dim ImLA ≤ sである．以上に
よって，rankA = sが示された．

例 7.2. A =


1 3 2

2 1 −1

0 −2 −2

0 4 4

の階数を求める．aj, (1 ≤ j ≤ 3)をAの列ベクト

ルとする．
a2 − a1 = a3

だから，rankA = 2．これは基本変形を用いて次のように階数を求めることもで
きる．

A =


1 3 2

2 1 −1

0 −2 −2

0 4 4

 −→


1 3 2

0 −5 −5

0 −2 −2

0 4 4



−→


1 3 2

0 1 1

0 1 1

0 1 1

 −→


1 3 2

0 1 1

0 0 0

0 0 0

 = A′.

命題 7.13より，rankA′ = 2であり，命題 7.12より，rankA = 2を得る．

命題 7.14. A = (aij)を n行m列の行列とすると，rank tA = rankA.
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[証明] rankA = s, rank tA = rとする．Aに基本変形を繰り返して階段行列A′

を得たとする．命題 7.12より，rankA′ = rankA = sである．命題 7.13より，階
段行列A′の第 s+ 1行から第 n行までは 0である．したがって，tA′の第 s+ 1列
から第 n列までは 0であり，tA′の列ベクトルで 1次独立なものは高々s個しかな
い．ゆえに，rank tA′ ≤ sである．また，A′ = PA, P は n次正則行列，とかける
から，tA′ = tAtP である．命題 7.12より，rank tA′ = rank tA = rである．以上に
よって，r ≤ sを得た．Aを tAでおきかえて同じ議論をすれば，s ≤ rを得る．ゆ
えに，r = sである．

命題 7.15. Aを n行m列，Bをm行 l列の行列とすると，

rankAB ≤ rankA, rankAB ≤ rankB

が成立する．

[証明] LB : Rl −→ Rm, LA : Rm −→ Rn を考える．LAB = LALB だから，任
意の x ∈ Rlに対して，

LAB(x) = LA(LB(x)) ∈ ImLA,

ImLAB ⊂ ImLA.

したがって，
rankAB = dim ImLAB ≤ dim ImLA = rankA.

次に，r = rankB = dim ImLB とし，y1, . . . ,yrを ImLB の基底とする．任意の
x ∈ Rlに対して，LB(x) ∈ ImLBであるから，

LB(x) = k1y1 + · · ·+ kryr (kj ∈ R)

とかける．よって，

LAB(x) = LA(LB(x)) = k1LA(y1) + · · ·+ krLA(yr).

したがって，ImLAB は r個のベクトル LA(y1), . . . , LA(yr) によって生成される．
ゆえに，

rankAB = ImLAB ≤ r = rankB.

rankAB ≤ rankAかつ rankAB ≤ rankBである．

例 7.3. A =

(
1 0

0 0

)
，B =

(
0 0

1 0

)
とすると，rankA = rankB = 1である

が，AB = Oだから，rankAB = 0である．
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8 固有値と固有ベクトル

8.1 固有値

特に断らない限りは，考えるベクトル空間は複素数体C上のベクトル空間であ
るとする．

定義 8.1. f を Cnから Cn自身への線型写像とする．α ∈ Cが f の固有値である
とは，

f(v) = αv

を満たす 0でない v ∈ C が存在するときをいい，このようなベクトル v を固有値
αの固有ベクトルという．また，n次行列Aに対して，線型写像

LA : Cn ∋ x −→ Ax ∈ Cn

の固有値，固有ベクトルを，行列Aの固有値，固有ベクトルという．

定理 8.1. n次行列Aと α ∈ Cに対して，

α がAの固有値⇐⇒ |αI − A| = 0

ここで，Iは n次単位行列である．

[証明] 命題 7.11より，

α がAの固有値 ⇐⇒ (αI − A)x = 0 が非自明解を持つ

⇐⇒ |αI − A| = 0.

Aを n次行列とし，変数 tについての n次の多項式

fA(t) = |tI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 t− a22 · · · −a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−an1 −an2 · · · t− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を考えれば，定理 8.1は，

α がAの固有値⇐⇒ α が方程式 fA(t) = 0 の根

を主張している．多項式 fA(t), 方程式 fA(t) = 0をそれぞれ，Aの固有多項式，固
有方程式という．

P−1AP = B
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のとき，

fB(t) = |tI −B| = |tI − P−1AP |
= |P−1(tI − A)P |
= |P−1||tI − A||P | = fA(t)

である．

8.2 行列の対角化

Aを n次行列とし，α1, · · · , αrを相異なるAの固有値とする．

v1, · · · ,vr

をそれぞれ固有値α1, · · · , αrの固有ベクトルとする．このとき，v1, · · · ,vr は 1次
独立である．実際，

c1v1 + · · ·+ crvr = 0

とすると，この両辺に行列Aを左からかければ，

c1α1v1 + · · ·+ crαrvr = 0.

したがって，
c1(α1 − αr)v1 + · · ·+ cr−1(αr−1 − αr)vr−1 = 0.

rに関する帰納法によって，c1 = · · · = cr = 0がわかる．

定理 8.2. n次行列 Aが n個の相異なる固有値 α1, · · · , αnを持つとする．そのと
き，固有値 αiの固有ベクトルを viとし，P = (v1, · · · ,vn)とおけば，P は正則行
列であり，Aは次のように対角化される．

P−1AP =


α1

α2

. . .

αn

 .

[証明] v1, · · · ,vnは 1次独立であるから，P = (v1, · · · ,vn) とおけば，P は正
則行列である．実際，線形写像LP : Cn −→ Cnの像空間は v1, · · · ,vnで生成され，
Cnになるから，LP は全射であり，したがって，全単射である．よって，P は正則
行列である．

AP = (Av1, · · · , Avn) = (α1v1, · · · , αnvn) = P


α1

α2

. . .

αn

 .

P は正則行列だから，両辺に P−1を左からかければよい．
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レポート問題 6.

A =

(
11 −4

8 −1

)
とするとき，Aの固有値と固有ベクトルを求めて，Aを対角化せよ．また，Amを
求めよ．

fA(t) = |tI − A|
= (t− 11)(t+ 1) + 32

= t2 − 10t+ 21

= (t− 3)(t− 7).

したがって，Aの固有値は 3, 7である．

Av1 = 3v1,

Av2 = 7v2

を解けば，

v1 =

(
1

2

)
,v2 =

(
1

1

)
が固有ベクトルとしてとれる．

P =

(
1 1

2 1

)

とおけば，

P−1AP =

(
3 0

0 7

)
となる．したがって，

P−1AmP = (P−1AP )m =

(
3 0

0 7

)m

=

(
3m 0

0 7m

)
.

An = P

(
3m 0

0 7m

)
P−1 =

(
1 1

2 1

)(
3m 0

0 7m

)(
−1 1

2 −1

)

=

(
3m 7m

2 · 3m 7m

)(
−1 1

2 −1

)
=

(
−3m + 2 · 7m 3n − 7m

−2 · 3m + 2 · 7m 2 · 3m − 7m

)
.
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例 8.1.

A =

 −11 14 12

−7 10 6

−9 9 11


とするとき，Aの固有値と固有ベクトルを求めよ．さらに，Amを求めよ．

fA(t) = det(tI − A) =

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 11 −14 −12

7 t− 10 −6

9 −9 t− 11

∣∣∣∣∣∣∣
= (t+ 11)

∣∣∣∣∣ t− 10 −6

−9 t− 11

∣∣∣∣∣− (−14)

∣∣∣∣∣ 7 −6

9 t− 11

∣∣∣∣∣
+(−12)

∣∣∣∣∣ 7 t− 10

9 −9

∣∣∣∣∣
= (t+ 11)(t2 − 21t+ 110− 54) + 14(7t− 77 + 54)

−12(−63− 9t+ 90)

= (t+ 11)(t2 − 21t+ 56) + 14(7t− 23)− 12(−9t+ 27)

= t3 − 21t2 + 56t+ 11t2 − 231t+ 616 + 98t− 322 + 108t− 324

= t3 − 10t2 + 31t− 30 = (t− 2)(t2 − 8t+ 15)

= (t− 2)(t− 3)(t− 5).

よって，Aの固有値は 2, 3, 5である．固有値 2の固有ベクトルを求める．

A

 x

y

z

 = 2

 x

y

z


とすれば，  −11x+ 14y + 12z

−7x+ 10y + 6z

−9x+ 9y + 11z

 =

 2x

2y

2z

 .

−13x+ 14y + 12z = 0,

−7x+ 8y + 6z = 0,

−9x+ 9y + 9z = 0.

−13x+ 14y + 12z = 0,

−7x+ 8y + 6z = 0,

−x+ y + z = 0.
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これから，−x+ 2y = 0, x = 2y, z = y. x

y

z

 =

 2y

y

y

 = y

 2

1

1

 .

よって，固有値 2の固有ベクトルとして，v1 =

 2

1

1

がとれる．次に，固有値 3

の固有ベクトルを求める．

A

 x

y

z

 = 3

 x

y

z


とすれば，  −11x+ 14y + 12z

−7x+ 10y + 6z

−9x+ 9y + 11z

 =

 3x

3y

3z

 .

−14x+ 14y + 12z = 0,

−7x+ 7y + 6z = 0,

−9x+ 9y + 8z = 0.

これから，z = 0, y = x． x

y

z

 =

 x

x

0

 = x

 1

1

0

 .

よって，固有値 3の固有ベクトルとして，v2 =

 1

1

0

がとれる．最後に，固有値
5の固有ベクトルを求める．

A

 x

y

z

 = 5

 x

y

z


とすれば，  −11x+ 14y + 12z

−7x+ 10y + 6z

−9x+ 9y + 11z

 =

 5x

5y

5z

 .
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−16x+ 14y + 12z = 0,

−7x+ 5y + 6z = 0,

−9x+ 9y + 6z = 0.

これから，2x− 4y = 0, x = 2y．−9y + 6z = 0, z = 3y/2. x

y

z

 =

 2y

y

3y/2

 = y

 2

1

3/2

 =
y

2

 4

2

3

 .

よって，固有値 5の固有ベクトルとして，v3 =

 4

2

3

がとれる．

P = (v1 v2 v3) =

 2 1 4

1 1 2

1 0 3


とおく．そのとき，

AP = P

 2 0 0

0 3 0

0 0 5

 ,

P−1AP =

 2 0 0

0 3 0

0 0 5

 ,

P−1AmP = (P−1AP )m =

 2 0 0

0 3 0

0 0 5


m

=

 2m 0 0

0 3m 0

0 0 5m

 ,

Am = P

 2m 0 0

0 3m 0

0 0 5m

P−1.
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P−1を基本変形によって求める． 2 1 4 1 0 0

1 1 2 0 1 0

1 0 3 0 0 1

→

 1 0 3 0 0 1

1 1 2 0 1 0

2 1 4 1 0 0


→

 1 0 3 0 0 1

0 1 −1 0 1 −1

0 1 −2 1 0 −2

→

 1 0 3 0 0 1

0 1 −1 0 1 −1

0 0 −1 1 −1 −1


→

 1 0 3 0 0 1

0 1 −1 0 1 −1

0 0 1 −1 1 1

→

 1 0 0 3 −3 −2

0 1 0 −1 2 0

0 0 1 −1 1 1

 .

よって，

P−1 =

 3 −3 −2

−1 2 0

−1 1 1

 .

Am =

 2 1 4

1 1 2

1 0 3


 2m 0 0

0 3m 0

0 0 5m


 3 −3 −2

−1 2 0

−1 1 1


=

 2 · 2m 3m 4 · 5m

2m 3m 2 · 5m

2m 0 3 · 5m


 3 −3 −2

−1 2 0

−1 1 1


=

 6 · 2m − 3m − 4 · 5m −6 · 2m + 2 · 3m + 4 · 5m −4 · 2m + 4 · 5m

3 · 2m − 3m − 2 · 5m −3 · 2m + 2 · 3m + 2 · 5m −2 · 2m + 2 · 5m

3 · 2m − 3 · 5m −3 · 2m + 3 · 5m −2 · 2m + 3 · 5m

 .
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8.3 行列の対角化の応用

例 8.2. 数列 {an}は次の漸化式を満たすとする．

an+2 = 5an+1 − 6an (n = 0, 1, . . .)

一般項 anを a0, a1を用いて表す．bn = an+1とおけば，

an+1 = bn,

bn+1 = an+2 = 5an+1 − 6an = 5bn − 6an

であるから， (
an+1

bn+1

)
=

(
0 1

−6 5

)(
an
bn

)
.

よって，

xn =

(
an
bn

)
, A =

(
0 1

−6 5

)
とおけば，

xn+1 = Axn (n = 0, 1, . . .), x0 =

(
a0
a1

)
.

したがって，

xn = Anx0 = An

(
a0
a1

)
.

Aの固有多項式を fA(t)とすると，

fA(t) =

∣∣∣∣∣ t −1

6 t− 5

∣∣∣∣∣ = t2 − 5t+ 6 = (t− 2)(t− 3)

であるから，Aの固有値は 2, 3である．固有値 2の固有ベクトルは，(
0 1

−6 5

)(
x

y

)
= 2

(
x

y

)
,

より，y = 2x，v1 =

(
1

2

)
をとれる．

固有値 3の固有ベクトルは，(
0 1

−6 5

)(
x

y

)
= 3

(
x

y

)
,
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より，y = 3x，v2 =

(
1

3

)
をとれる．

P = (v1 v2) =

(
1 1

2 3

)

とおけば，

P−1 =

(
3 −1

−2 1

)
であり，

P−1AP =

(
2 0

0 3

)
, P−1AnP =

(
2n 0

0 3n

)
.

An = P

(
2n 0

0 3n

)
P−1

=

(
1 1

2 3

)(
2n 0

0 3n

)(
3 −1

−2 1

)

=

(
2n 3n

2 · 2n 3 · 3n

)(
3 −1

−2 1

)

=

(
3 · 2n − 2 · 3n −2n + 3n

6 · 2n − 6 · 3n −2 · 2n + 3 · 3n

)
.

よって，

xn =

(
an
bn

)
= An

(
a0
a1

)
の第 1成分を求めれば，

an = a0(3 · 2n − 2 · 3n) + a1(−2n + 3n).

例 8.3. xの関数 yは次の微分方程式を満たすとする．

y′′ = 5y′ − 6y.

ここで，y′ =
dy

dx
, y′′ =

d2y

dx2
である．x = 0のとき，y = c0, y

′ = c1とする．この

微分方程式を解く．z = y′とおけば，

y′ = z,

z′ = y′′ = 5y′ − 6y = 5z − 6y.
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よって， (
y′

z′

)
= A

(
y

z

)
, A =

(
0 1

−6 5

)
.

したがって，

P =

(
1 1

2 3

)
とおけば，

P−1AP =

(
2 0

0 3

)
.

そこで， (
u

v

)
= P−1

(
y

z

)
=

(
3 −1

−2 1

)(
y

z

)
=

(
3y − z

−2y + z

)
とおけば， (

y

z

)
= P

(
u

v

)
,

(
u′

v′

)
= P−1

(
y′

z′

)
= P−1A

(
y

z

)
= P−1AP

(
u

v

)

=

(
2 0

0 3

)(
u

v

)

=

(
2u

3v

)
.

よって，
u′ = 2u, v′ = 3v.

この微分方程式の解は，

u = ae2x, v = be3x, (a, bは定数)

である．x = 0のとき，

u = a = 3c0 − c1, v = b = −2c0 + c1.

したがって，(
y

z

)
= P

(
u

v

)
=

(
1 1

2 3

)(
ae2x

be3x

)
=

(
ae2x + be3x

2ae2x + 3be3x

)
,

y = (3c0 − c1)e
2x + (−2c0 + c1)e

3x = c0(3e
2x − 2e3x) + c1(−e2x + e3x).
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8.4 行列の三角化

定理 8.3. 任意の n次行列Aに対して，適当な正則行列 P が存在して，

P−1AP =


α1 ∗

α2

. . .

αn


[証明] nに関する帰納法を用いる．n = 1のときは，明らか．n− 1まで，定理
の主張が成立するとする．α1をAの一つの固有値とし，v1を固有値 α1の固有ベ
クトルとする．v2, · · · ,vn を v1,v2, · · · ,vnがCの基底になるようにとる．

Q = (v1,v2, · · · ,vn)

とおけば，

AQe1 = Av1

= α1v1

= Q


α1

0
...

0

 .

したがって,

Q−1AQe1 =


α1

0
...

0

 , Q−1AQ =


α1 . . . . . .

0
... A1

0


となる．ここで，A1は n− 1次行列だから，帰納法の仮定により，n− 1次正則行
列R1が存在して，R−1

1 A1R1が上三角行列になる．

R =


1 0 · · · 0

0
... R1

0

 , P = QR

とおけば，P−1AP = R−1(Q−1AQ)Rは上三角行列になる．

定理 8.4. (Cayley-Hamilton) n次行列Aの固有多項式を，

fA(t) = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an
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とすると，
fA(A) = An + a1A

n−1 + · · ·+ anI = O.

ここで，Oは零行列，Iは単位行列である．

[証明] 定理 8.3より，B = P−1AP が上三角行列になるような n次正則行列 P

をとれる．このとき，fA(t) = fB(t)であり，

fA(A) = fB(A) = fB(PBP−1) = PfB(B)P−1.

B = P−1AP =


α1 ∗

α2

. . .

αn


とすると，

fB(t) = (t− α1)(t− α2) · · · (t− αn).

したがって，
fB(B) = (B − α1I)(B − α2I) · · · (B − αnI).

各 iについて，

(B − α1I) · · · (B − αiI) =

 0 · · · 0
...

... ∗
0 · · · 0


を示す (これがいえれば，i = nとして，fB(B) = Oを得る)．i = 1のときは明か．
iのとき成立するとして，i+ 1のときを示す．

(B − α1I) · · · (B − αiI)(B − αi+1I)

=

 0 · · · 0
...

... ∗
0 · · · 0




α1 − αi+1

. . . ∗
0

. . .

αn − αi+1



=

 0 · · · 0 0
...

...
... ∗

0 · · · 0 0


となって，i+ 1のときも正しい．
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